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Avant-propos 


II s’agit d’un recueil de notes contenant les principals notions du cours ainsi que les formules utiles 
a connaitre. II ne s’agit pas d’un cours complet de mecanique des fluides. Le support complet de mon 
cours peut etre trouve a travers : 

- les deux ouvrages « Hydrodynamique » et « Hydraulique » de Graf & Altinakar ; 

- le manuel de cours « Mecanique des fluides » de Rhyming ; 

- le cours « mecanique des fluides : une introduction » par Botsis & Deville ; 

- l’ouvrage « Constructions hydrauliques » de Sinniger & Hager. 

tous publies aux PPUR (collection Traites de Genie Civil pour les ouvrages de Graf & Altinakar 
et Sinniger & Hager). Un grand nombre des donnees biographiques donnees a travers les differents 
chapitres sont issues du livre du prof. Willi Hager de l’ETHZ « Hyclraulicians in Europe 1800-2000 » 
publie par V International Association of Hydraulic Engineering and Research (Delft, 2003). 

J’emploie les notations usuelles modernes: 

- les exemples sont le plus souvent introduits a l’aide de « A Exemple. — » et on indique la fin 
d’un exemple par le symbole « qed » □ ; 

- les parties qui peuvent poser des problemes d’interpretation sont indiquees par le symbole <f> dans 
la marge ; 

- les demonstrations un peu techniques (qui peuvent etre sautees en premiere lecture) sont signalees 
par le symbole # ; 

- les vecteurs, matrices, et tenseurs sont en gras ; 

- les variables scalaires sont en italique ; 

- les fonctions, operateurs, et nombres sans dimension sont en roman ; 

- le symbole O (O majuscule) signifie « est de l’ordre de » ; 

- le symbole o (o minuscule) signifie « est negligeable devant » ; 

- je n’emploie pas la notation D/Dt pour designer la derivee particulaire, mais d/d£ (qu’il ne 
faudra done pas confondre avec la differentielle ordinaire selon t). Je considere que le contexte 
est sufhsant pour renseigner sur le sens de la differentielle et prefere garder le symbole D/Dt 
pour d’autres operations differentielles plus complexes ; 

- le symbole oc veut dire « proportionnel a » ; 

- le symbole ~ ou « veut dire « a peu pres egal a » ; 

- les unites employees sont celles du systeme international : metre [m] pour les longueurs, seconde 
[s] pour le temps, et kilogramme [kg] pour la masse. Les unites sont precisees entre crochets ; 

- pour la transposee d’une matrice ou d’un vecteur, j’emploie le symbole f en exposant : AJ veut 
dire « transposee de A ». 

Remerciements pour les relecteurs suivants : Damien Bouffard, Steve Cochard, Nicolas An- 
dreini, Sebastien Wiederseiner, Martin Rentschler, Maxime Trolliet, Madeleine Bouchez, Jonas Haller, 
Scott Favre, Francois Gallaire, Roberto Siccardi, Arnaud Eggimann. 


Ce travail est soumis aux droits d’auteurs. Tous les droits sont reserves ; toute copie, partiellc ou 
complete, doit faire l’objet d’une autorisation de l’auteur. 

La gestion typographique du frangais a ete realisee avec lATj^Xa l’aide du package french. sty de 
Bernard Gaulle. 
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Nomenclature 


variable 

a 

B 

C 

Cf 

c 

D 

D 

e 

f 

9 

h 

h c 

hn 

H 

H s 

i 

3 

jf 

k 

k 

k 

k s 

K 


L * 

m p 

n 

P 

P 

P* 

Q 

Q 

9 

R 

R 

Rh 

Re 

S 

S 

T 

t 

T 

u 

M* 

U 

{u) 

u 

u' 


signification 

rayon d’une particule 

largeur au miroir 

coefficient de Chezy 

coefficient de frottement 

celerite des ondes 

tenseur des taux de deformation 

diametre d’une conduite 

energie interne massique 

coefficient de frottement (Darcy- Weissbach) 

acceleration de la gravite 

hauteur d’ecoulement 

hauteur critique 

hauteur normale 

charge de l’ecoulement 

charge specifique 

pente d’un bief 

vecteur courant (p. ex. flux de chaleur) 

pente de frottement 

vecteur normal unitaire 

energie cinetique massique 

conductivity hydraulique 

rugosite 

coefficient de Manning- Strickler 

echcllc de longueur 

largeur 

longueur de melange 
longueur caracteristique 
masse d’une particule 
vecteur normal unitaire 
pression 

hauteur de pelle (pour un seuil) 

echcllc de pression 

debit 

chaleur 

debit par unite de largeur 
rayon de courbure 
constante des gaz parfaits 
rayon hydraulique 
nombre de Reynolds 
section d’ecoulement 
entropie 

tenseur des extra-contraintes (appele encore partie 

deviatorique) 

temps 

temperature 

vitesse, composante de la vitesse dans la direction 
x 

vitesse de glissement, vitesse de cisaillement 
vitesse moyennee scion la hauteur d’ecoulement 
vitesse moyennee dans le temps 
vitesse 

fluctuation de vitesse 
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variable 

signification 

U * 

echelle de vitesse 

U s 

vitesse de sedimentation 

V 

vitesse, composante de la vitesse dans la direction 

V 

y 

vitesse quadratique moyenne 

V 

vitesse 

V 

volume de controle 

w 

tenseur des taux de rotation 


Symboles grecs et autres 

variable 

signification 

a 

diffusion thermique 

X 

perimetre mouille 

s 

fonction de Dirac 

s 

petite variation 

7 

deformation 

7 

tension de surface 

7 

taux de cisaillement 

e 

rapport d’aspect 

K 

conductivite thermique 

K 

constante de von Karman 

y 

viscosite dynamique 

<t> 

potentiel de vitesse 

$ 

fonction de dissipation 

ip 

fonction de vitesse 


potentiel gravitaire 


energie totale 

n 

nombre sans dimension 

e 

masse volumique 

a 

contrainte 

a 

contrainte normale 

e 

angle de pente 

T 

contrainte de cisaillement 

Tp 

contrainte de cisaillement a la paroi 

z 

variable de similitude 

1 

tenseur identite 

V 

operateur nabla 
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Proprieties des fluides 


1.1 Definition physique d’un fluide 

1.1.1 Etats de la matiere 

II y a trois etats de la matiere (voir figure 1.1) pour un corps simple : 

- solide : materiau a faible temperature ; 

- liquide : materiau a temperature moyenne et pression suffisamment elevee ; 

- gaz : materiau a temperature suffisamment elevee et a faible pression. 


(a) 



• •• . # 

.H , 


* • . • * < 


(c) 


Figure 1.1 : representation idealisee des trois etats de la matiere: (a) solide (reseau ordonne de mole- 
cules/ atomes), (b) fluide (collection dense et desordonnee de molecules), (c) gaz (collection diluee et tres 
agitee de molecules). 


Les differents etats occupes par un corps simple peuvent etre representes dans un diagramme p , 
T, V comme le montre la figure 1.2. Les surfaces grisees representent des etats purs oil un seul etat 
subsiste, alors que la surface blanche represente l’ensemble des etats ou deux phases peuvent co-exister. 
Le point C est appele point critique. 

L’etat solide est un etat organise de la matiere : les arrangements entre molecules presentent un 
ordre relativement stable dans le temps. Les etats gazeux et liquide representent la matiere en desordre : 
il n’existe pas d’ordre privilegie dans l’agencement des molecules car celles-ci sont perpetuellcment en 
mouvement. Un fluide au repos a l’echelle humaine est en fait, a l’echelle moleculaire, en perpetuelle 
agitation. 

Les etats gazeux et liquide presentent des similarites : ce sont des fluides. Un fluide n’a pas de forme 
propre: place dans un recipient, il adopte les formes du recipient. II existe egalement des differences 
notables : un liquide a une surface libre ; si l’on place un liquide dans un bol, on observe une interface 
nette, appelee surface libre, entre ce liquide et le gaz environnant. Un gaz a tendance a occuper tout 
le volume qui s’offre a lui. Un gaz n’a done pas de surface libre. 

A l’echclle atomique, ces differences peuvent s’expliquer assez simplement : un gaz est une collection 
tres diluee de molecules ou d’atomes. Si d represente la taille d’une molecule, alors la distance entre deux 
molecules est de l’ordre de 10d. Dans le cas d’un liquide, cette distance intermoleculaire est beaucoup 
plus faible, de l’ordre de d en general. Cela a des repercussions considerables sur les interactions 
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1. Proprietes des fluides 



Figure 1.2 : diagramme schematique des phases d’un corps simple dans un espace pression (p), temperature 
(T), et volume (V). 


entre molecules : pour un gaz, les molecules se rencontrent rarement et interagissent principalement au 
moment des collisions par des echanges de quantite de mouvement. Pour un liquide, les interactions sont 
bien plus frequentes et sont d’une nature differente : il s’agit le plus souvent d’interaction electrostatique 
d’attraction ou de repulsion. La figure 1.3 montre le potentiel d’interaction V(r), dit de Lennard- 
Jones 1 , et la force d’interaction qui en decoule 


V (r) = 4e 




ou r est la distance depuis le centre de la molecule et e est le potentiel d’adhesion de deux molecules 
(e ~ kT pour du methane ou de l’argon). Aux faibles distances r/d < 1, l’interaction est une tres 
forte repulsion qui s’oppose a l’interpenetration des atomes, puis vers r « d la force devient negative : 
deux molecules voisines se sentent attirees, mais cette force d’attraction diminue tres rapidement 
avec r. II s’agit des forces de Van der Waals 2 . Les molecules polyatomiques simples (comme l’eau) 
peuvent egalement porter des charges electriques, qui donnent naissance a des forces electrostatiques 
d’attraction ou de repulsion sensiblcment plus fortes que les forces de Van der Waals dues aux atomes 
qui les composent. 

Notre connaissance des proprietes d’un gaz est bien plus avancee que celle des liquides. Des la 
fin du XIX® siecle, reprenant des idees formulees par de nombreux physiciens de Bernoulli a Clausius, 
les physiciens Maxwell et Boltzmann 3 ont elabore les bases de la theorie dite « theorie cinetique des 

1. Edward Lennard- Jones (1894-1954) etait un mathematicien anglais, considere comme un des pionniers de la chimie 
moleculaire. Ses travaux ont porte sur les forces intermoleculaires, la valence, la catalyse de surface, et la structure 
moleculaire. 

2. Johannes Diderik van der Waals (1837-1923) etait un physicien hollandais. Instituteur, il s’est passionne pour la 
physique et a consacre son temps libre a ses recherches. Son memoire de these presentait une theorie importante sur les 
gaz ; il fut honore par le prix Nobel en 1910. 

3. Les physiciens anglais et autrichien James Clerk Maxwell (1831-1879) et Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906) 
sont deux monuments de la physique. Ils sont les auteurs de veritables tours de force. Maxwell est surtout connu pour 
ses travaux sur le magnetisme ; les quatre equations connues aujourd’hui sous le nom d’equations de Maxwell sont la 
formalisation (par un mathematicien anglais, Oliver Heaviside) de ses travaux. Maxwell a fait aussi des avancees majeures 
en thermodynamique. Boltzmann est considere comme le pere de la mecanique statistique puisqu’il a cree la plupart 
des outils encore utilises aujourd’hui. Meme si l’idee des atomes est tres vieille (Democrite en parlait deja cinq siecles 
avant notre ere), c’est bien Boltzmann qui a fourni une theorie complete et rigoureuse. Tres critique par ses confreres (la 
theorie de l’ether prevalait a la fin du xix e siecle), Boltzmann s’en trouva tres affecte et se suicida. Il fallut attendre les 
experiences de Planck sur le corps noir et d’Einstein sur l’effet photoelectrique pour qu’on rende justice a ses travaux. 


1.1 Definition physique d’un Huide 
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Figure 1.3 : potentiel de Lennard-Jones (trait continu) et force derivee f = — AV/Ar (courbe en tirete) en 
fonction de la distance r du centre de la molecule. Pour un corps simple comme l’argon (Ar), on a d = 0,34 
nm et t = 120fcs K 2 , avec fee = 1,380 10 - 23 J/K, ks la constante de Boltzmann. 


gaz », qui permet d’expliquer les proprietes macroscopiques des gaz (notamment la relation entre 
pression et temperature) en se fondant sur une description simplifiee des interactions moleculaires 
(mouvements aleatoires avec des echanges de quantite de mouvement lors des collisions). Cette theorie 
a egalement marque le fondement de la mecanique statistique, branche de la physique qui vise a etablir 
les proprietes macroscopiques de la matiere a partir du comportement elementaire des molecules. A 
ce jour, aucune theorie cinetique des liquides aussi simple et performante que la theorie cinetique des 
gaz n’existe. Cette difficulty a caracteriser le comportement liquide se retrouve en thermodynamique 
lorsqu’on cherche a etablir une equation d’etat, c’est-a-dire une relation entre pression p, temperature 
T, et volume V (ou masse volumique) : f(V, p, T) = 0. La loi de Boyle-Mariotte 4 * est l’equation d’etat 
la plus simple qu’on puisse imaginer 

pV = xRT, 

avec p la pression, V le volume du gaz, x le nombre de moles, T la temperature, et R la constante 
des gaz parfaits (R = 8,31 = knN a J/K/mol, avec Ma le nombre d’Avogadro). Elle a ete etablie a 
la fin du XVII 6 siecle independamment par les physiciens Boyle et Mariotte a partir d’experiences de 
laboratoire. De nos jours, on utilise une variante de cette loi, connue sous le nom de loi de Van der 
Waals, qui est plus precise 

( p + 7 2 ) ( V ~ b ) =xRT , 

avec a et b deux constantes, qui dependent du gaz. II n’existe pas d’equation pour un liquide car on 
ne peut pas relier simplement la pression et la temperature. 

La manipulation des concepts de base de la theorie cinetique et de lois empiriques comme la 
loi des gaz parfaits permet d’aboutir a des ordres de grandeur tres bons pour des gaz simples (gaz 
monoatomique comme l’argon) et relativement corrects pour des gaz plus complexes. Meme si la 
theorie cinetique ne permet pas de predire le comportement de tous les gaz, les explications qu’elles 
donnent sont qualitativement correctes et s’appliquent a la plupart des fluides. L’idee de base est que 
les particules sont sans cesse agitees. Ainsi, pour un gaz au repos, si la vitesse moyenne est nulle, la 
vitesse instantanee des particules ne Test pas. On peut faire une decomposition de la vitesse instantanee 
u en une vitesse moyenne u (nulle quand le gaz est au repos) et une vitesse fluctuante u' : u = u + u' , 


4 . Robert Boyle (1626-1691) etait un aristocrate anglais passionne par la physique. II est a l’origine de la Royal Society 

of London (l’equivalent de l’Academie des Sciences en France) et a fortement plaide en faveur des sciences experiment ales. 

Edme Mariotte (1620-1684) etait un ecclesiastique, physicien et botaniste frangais. La loi des gaz parfaits fut determinee 
independamment par Boyle (1662) et Mariotte (1676). 
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1. Proprietes des fluides 


avec u = { u ) (moyenne dans le temps de la vitesse) et ( u ') =0. Si on calcule la vitesse quadratique 

u 2 = u ■ u = (u + u') 2 = u 2 + 2u ■ u' + u' 2 , 


et qu’on prend la valeur moyenne 

(■ u 2 ) = u 2 + 2u ■ ( u ') + (it' 2 ), 
o 

on peut definir la quantite v = \/ ( u ,2 ) comme etant la vitesse quadratique moyenne ; pour un fluide 
au repos, cette vitesse donne une echelle de variation des fluctuations de vitesse et on l’appelle vitesse 
thermique ou vitesse d’agitation thermique. Pour un gaz dilue, les agitations des particules creent des 
fluctuations de quantite de mouvement, qui on le verra par la suite, peuvent etre interpretees a l’echelle 
macroscopique comme une force. La force par unite de surface d’un gaz au repos s’appelle la pression 
et la theorie cinetique montre que s’il y a n atomes de masse m par unite de volume, alors la pression 
se definit a partir de la vitesse quadratique 

1 2 
v = —nmv . 

* 3 

or d’apres la loi de Boyle-Mariotte, la pression a l’echelle macroscopique est p = nkT (puisque le 
nombre de moles x renferment xMa molecules dans un volume V), d’ou Ton deduit immediatement 


3 k B T 


m 


ce qui montre que l’agitation thermique ne depend que de la temperature et de la masse des atomes. 


£ Exemple. — Considerons un gaz de masse atomique 14 g/mol (azote) a la pression atmospherique 
et a temperature ordinaire (T = 20 °C= 293 K). On tire que la densite particulaire n vaut n = 
p/ks/T = 10 5 /293/ (1,38 x 10“ 23 ) = 2,47 x 10 25 atomes/m 3 . La vitesse d’agitation est done 


□ 


v = 



1,38-293-6,02 
14 x 10- 3 


720 m/s! 


1.1.2 Matiere divisee : dispersions, suspensions, emulsions 

Tous les fluides ne sont pas de purs liquides ou gaz. On rencontre des fluides ou deux phases en 
equilibre thermodynamique coexistent. Par rapport aux liquides purs, la presence de « particules » 
(bulles de gaz, particules solides, gouttelettes) induit la presence d’une multitude d’interfaces entre le 
liquide (phase continue) et les particules (phase dispersee), qui peuvent radicalement changer la nature 
du melange. On distingue : 

- les dispersions : ce sont des melanges de particules tres fines (taille inferieure a 1 pm) . Ce 
sont souvent des particules colloidales telles que des argiles. Les dispersions ne sedimentent pas 
spontanement et il est done tres difficile de filtrer une eau contenant des particules argileuses 
fines. En revanche, ce sont des melanges tres sensibles chimiquement a tout ce qui peut modifier 
la nature des interactions entre particules. La simple modification du pH d’une solution affecte 
considerablement le comportement des interfaces des particules, ce qui produit des variations 
brutales de comportement mecanique a l’echelle macroscopique. Par exemple, en ajoutant du sel 
de cuisine sur un gel pour cheveux, on peut liquefier le gel (constitue de chaines polymeriques) ; 

- les suspensions : ce sont des melanges de particules fines ou grossieres (taille superieure a 1 pm), 
en general sans interaction colloidale entre elles. Contrairement aux dispersions, les suspensions 
sedimentent (plus ou moins rapidement selon la taille des particules et les conditions de sedimen- 
tation) et peuvent etre filtrees mecaniquement. En general, les suspensions sont peu sensibles 
aux variations chimiques du liquide. Du sable fin (sable, limon, silt) peut etre transports en 
suspension dans un cours d’eau ; 


1.2 Definition rheologique d’un Huide 
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- les emulsions : ce sont des melanges de fines gouttelettes d’un liquide dans un autre. Les emulsions 
en gel sont des emulsions tres concentrees ou les gouttelettes ne peuvent quasiment plus se 
deplacer les unes par rapport aux autres. La plupart des liquides etant non miscibles, les emulsions 
sont tres courantes. Le lait ou bien la mayonnaise sont des exemples d’emulsion de globules de 
graisse dans une phase aqueuse. Comme pour les dispersions colloidales, la physique de ces 
melanges est dictee par le comportement des interfaces. Un probleme important est la stability 
des emulsions (coalescence des gouttelettes, separation des phases). Les mousses sont des cas 
particuliers d’emulsion ou les gouttelettes sont des bulles de gaz (voir figure 1.4). L’eau blanche 
qui se forme dans les cours d’eau a tres forte pente ou bien l’ecume des vagues sont des emulsions 
d’air dans de l’eau ; la cavitation dans les conduites peut amener a la formation d’emulsions. 



Figure 1.4 : la mousse d’un cafe est un melange de bulles de gaz dans un liquide. 


1.2 Definition rheologique d’un fluide 

Un fluide est le plus souvent decrit comme un milieu continu, deformable, et s’ecoulant. Ainsi, 
quoique discret a l’echelle moleculaire, un gaz comme Pair peut etre decrit comme un milieu continu a 
notre echelle d’observation, c’est-a-dire que l’on peut negliger le comportement individuel des molecules 
(un cube de 1 /rm de cote contient 3 x 10 7 molecules!) et decrire le comportement local a l’aide de 
champs vectoriels continus. Ainsi le champ vitesse u(x,t) signifie la vitesse du fluide a la position x et 
au temps t (ce que l’on mesure avec un appareil comme un tube de Pitot) et correspond physiquement 
a la vitesse moyenne des molecules contenues dans un voisinage infinitesimal autour de x. Cette 
approximation de milieu continu est tres utile car elle permet d’etudier le comportement mecanique 
des fluides a l’aide d’une relation liant contraintes et vitesses (taux) de deformation et qu’on appclle 
« loi de comportement ». La loi de comportement la plus simple est la loi newtonienne, selon laquelle 
les tenseurs des contraintes et des taux de deformation sont relies lineairement par l’intermediaire d’un 
parametre appele viscosite ; c’est ce que l’on va voir dans la section suivante. L’ecoulement d’un fluide 
depend foncierement de la loi de comportement. Comme le montre la figure 1.5, les lignes de courant 
varient fortement selon que le fluide s’ecoule comme un fluide newtonien en regime laminaire (a droite) 
ou que son ecoulement prend la forme d’un ecoulement potentiel (a gauche). 

Tous les materiaux sont deformables et peuvent etre consideres comme fluide si Ton attend suf- 
fisamment longtemps. C’est done l’echelle de temps qui est importante. On introduit a cet effet un 
nombre sans dimension dit de Deborah 5 : 


avec t r temps de relaxation du material! et t e le temps de l’experience (ou de l’observation). Si De -C 1, 
le materiau se comporte comme un fluide et inversement si De 1, il se comporte comme un solide. 
Par exemple, un glacier est fluide a l’echelle geologique (voir figure 1.6) ! 

5. Ce nombre a ete appele ainsi en reference a un passage dans la Bible, ou la prophetesse Deborah declara « les 
montagnes s’ecouleront avant le Seigneur », ce qui fut interprets par les rheologues modernes comme la premiere 
affirmation que tout s’ecoule si on attend suffisamment longtemps. 
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Un fluide peut etre compressible, c’est-a-dire lc volume qu’il occupe change avec la pression appli- 
quee. Ainsi, les gaz peuvent facilement changer de volume, mais les liquides sont caracterises par une 
tres faible compressibilite. Un fluide compressible peut s’ecouler a volume constant. On dit alors que 
l’ecoulement est isochore. A faible vitesse, un ecoulement d’air est isochore: on peut negliger toute 
variation de volume du gaz. En revanche, a tres grande vitesse, le gaz va se comprimer et on ne peut 
plus negliger la compressibilite de Pair ; un phenomene caracteristique est l’onde de choc (une saute 
brutale de la masse volumique du gaz) lors du passage du mur du son par un avion supersonique. En 
aeronautique, on se sert ainsi du nombre de Mach, rapport de la vitesse de l’objet sur la vitesse du 
son, comme indice servant a caracteriser 1'importante de la compressibilite dans la dynamique du gaz. 


1.2 Definition rheologique d’un Huide 
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Figure 1.5 : ecoulement permanent d’un Huide visqueux a utour d’un solide de section rectangulaire, avec a 
gauche (a) un ecoulement potentiel dans une cellule de Hele-Shaw (Huide: eau) et a droite (b) un ecoulement 
de Stokes tridimensionnel (Re = 0,02; dans ce dernier cas, on note l’apparition de zones mortes, sieges de 
vortex (Huide: glycerine). Source: S. Taneda et D.H. Peregrine in (Van Dyke, 1982). Pour l’image (b) on 
visualise 1’ ecoulement dans une cellule de Hele-Shaw, qui est un dispositif experimental compose de deux 
plaques paralleles, tres rapprochees, ce qui permet de creer des ecoulements bidimensionnels. Quoi que dans 
un regime laminaire (ecoulement de Stokes), de tels ecoulements presentent un champ cinematique similaire 
a celui d’un ecoulement potentiel. Un ecoulement est dit potentiel lorsque le champ de vitesse est le gradient 
d ’une fonction scalaire appelee « potentiel » <j>. Ce type d ’ecoulement est tres important sur le plan theorique car 
il sert a decrire des ecoulements de Huide parfait (ou Huide d’Euler), c’est-a-dire des Huides pour lesquels il n’y 
a a ucune dissipation d’energie (par frottement visqueux). En pratique, un ecoulement potentiel sert a decrire 
des ecoulements en regime turbulent loin de toute paroi. Dans le cas present, l’ecoulement potentiel autour 
d’un obstacle rectangulaire est done une idealisation d’un ecoulement turbulent autour d’un obstacle sans effet 
de couche limite et de sillage (c’est-a-dire precisement deux effets dus au frottement du Huide sur les parois de 
l’obstacle), des effets qui seront Studies au chapitre 6; l’ecoulement est alors gouverne par un equilibre entre 
gradient de pression et termes inertiels (acceleration). Pour l’image(b), on visualise un ecoulement laminaire 
dit de Stokes. C’est ecoulement purement visqueux, sans effet inertiel. La dynamique de l’ecoulement est 
alors entierement commandee par l’equilibre entre termes de frottement visqueux et gradient de pression. On 
etudier a ces ecoulements au chapitre 6. 
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Figure 1.6 : tout s’ecoule, meme les montagnes [DR] ! 



Figure 1.7 : passage du mur du son par un avion militaire [DR], L’onde de choc induit un changement 
brutal de pression, qui provoque la condensation de la vapeur d’eau et la formation de micro- gouttelettes qui 
materialise l’onde de choc aux abords de l’avion. 


1.3 Viscosite des Guides 
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1.3 Viscosite des fluides 


1.3.1 Manifestation a l’echelle macroscopique 


Beaucoup de fluides de l’environnement courant sont des fluides newtoniens. Ces fluides se carac- 
terisent notamment par une dependance lineaire des contraintes et des vitesses de deformation. Ainsi, 
Newton montra que lorsqu’on cisaille un fluide (voir figure 1.8) 

il se produit une force de resistance du fluide contre cette action de cisaillement ; 

- cette force est proportionnelle au taux de cisaillement, ici U/h [1/s]. 



Figure 1.8 : cisaillement d’un Guide entre deux plaques paralleles espacees d'une distance h; la plaque 
supeiieuie se deplace a la vitesse U. 


Si on definit la contrainte de cisaillement r comme la force par unite de surface [Pa=N / m 2 ] , alors 
on a la relation : 

U 

r = / V 

ou p est le coefficient de viscosite dynamique [en Pa-s]. On introduit aussi une viscosite cinematique 
v = p/ g [en m 2 /s] (cette relation sert par exemple dans la definition du nombre de Reynolds). L’unite 
de mesure de la contrainte est le Pascal [Pa], c’est-a-dire 1 Pa = 1 N/m 2 . On verra plus loin au 
chapitre 6 que cette loi empirique s’ecrira 

t = P7, (1-1) 

avec 7 le taux de cisaillement ou gradient de vitesse, qui dans lc cas particulicr examine ici prend la 
valeur U/h. 

La viscosite depend foncierement de la temperature du liquide : en general, elle diminue avec la 
temperature (plus la temperature est elevee, plus l’agitation moleculaire est grande, moins le fluide 
oppose de resistance). Ainsi, la viscosite de l’eau liquide vaut 1,8 x 10 -3 Pa-s pour T = 0 °C, 1,0 x 
10 -3 Pa-s pour T = 20 °C, 0,35 x 10 " 3 Pa-s pour T = 80 °C, et 0,28 x lO ’ 3 Pa-s pour T = 100 °C. 
Pour un gaz, c’est l’inverse: on observe une augmentation de la viscosite avec la temperature. Le 
tableau 1.1 donne les valeurs des viscosites pour l’eau et Pair a temperature ambiante ainsi que la 
masse volumique. Le tableau 1.2 donne la viscosite dynamique pour des produits courants. 


Tableau 1.1 : quelques valeurs de viscosite a T = 20 — 30 °C. 

g p v 

kg/m 3 Pa-s m 2 /s 

can lodt) Id -3 W* 

air 1,17 2xl0 -5 1,6 x 10“ 5 

A retenir que l’unite de la viscosite dynamique est le Pa-s (unite du systeme international ou USI). 
Auparavant on employait le poiseuille (1 Po = 1 Pa-s) ou le poise (le plus souvent le centipoise) : 1 
Pa-s = 10 Po = 100 cPo. Pour la viscosite cinematique, on emploie le m 2 /s; certains ont recours au 
stokes (St) 1 St = 1 cm 2 /s = 10 ~ 4 m 2 /s et 1 cSt = 1 mm 2 /s = 10 -6 m 2 /s. 

1.3.2 Origine physique 

La viscosite des gaz monoatomiques dilues peut s’expliquer assez simplement a l’aide de la theorie 
cinetique. Pour des gaz polyatomiques ou concentres, les predictions de cette theorie sont un peu moins 
bonnes. Pour les liquides, le sujet a ete aborde depuis longtemps, mais reste encore tres debattu. 
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Tableau 1.2 : quelques valeurs de viscosite de materiaux familiers a temperature ordinaire. 

p (Pa-s) 


air 

2 x lO - 

eau 

1(T 3 

huile d’olive 

0,1 

miel 

1 - 10 

sirop d’erable 

100 

bitume 

10 s 


Considerons l’experience de Newton, ou le gaz est cisaille entre deux plaques. A l’echelle atomique, 
les molecules vont en moyenne dans la direction x, mais sont egalement en perpetuclle agitation. Consi- 
derons deux couches voisines et paralleles de molecules, dont le mouvement moyen est un glissement 
relatif selon x. Si le libre parcours moyen 6 des molecules est £, alors l’ordre de grandeur de la separa- 
tion entre deux couches dans la direction y est 21. Une molecule est animee d’une vitesse fluctuante 
due a l’agitation thermique, qui est isotrope et qui prend done une valeur v(T) oc \/T dans toutes les 
directions v = ( v , v), et d’une vitesse moyenne u(y) selon la direction x. La vitesse instantanee est 
done la somrne de ces deux vitesses u = (u + v, v). 


n 



Figure 1.9 : theorie cinetique tres simplifiee: on considere un volume de controle compris entre deux couches 
de glissement a 1’echelle moleculaire. 

Considerons un petit volume de controle entre deux couches, long de Sx , comme le montre la 
figure 1.9. Du fait de l’agitation thermique, a chaque instant, a peu pres n/ 6 molecules passent de 
l’altitude y + £ a y (les autres vont dans les autres directions de l’espace), ou n designe le nombre 
moyen de molecules par unite de volume (a ne pas confondre avec la normale n). Le flux elementaire 
de quantite de mouvement pour une particule entrant dans le volume s’ecrit sur la face superieure (a 
F altitude y + £) 

+ i) = m(u ■ n)u5x = m ^ ^ ^ Sx, 

avec n la normale a la facette. Comme il y a en n/ 6 particules entrant dans le volume par unite de 
temps, on deduit que le flux tangentiel (dans la direction x) s’ecrit done S<p x (y + £) = nmvu(y + £)Sx/6. 
On fait de meme avec la facette interieure sachant que les flux lateraux ne comptent pas (flux nul car le 
volume est pris entre deux couches adjacentes) et on tire que le flux est 5(f> x (y — £ ) = —nmvu(y—£)5x/ 6. 
Le flux total tangentiel par unite de longueur est done 

, Scj) x {y -\- £) + S(j) x {y - i) nmv nmx du 

<th = ^ = -g- {u(y + £)- u{y - £)) « — 

quand on fait un developpement limite au premier ordre. On peut faire de meme avec le flux normal, 
mais comme la vitesse fluctuante ne depend que de la temperature, on trouve que les deux composantes 
elementaires du flux sont de signe oppose et il n’y a done pas de flux de quantite de mouvement dans 


6. Le libre parcours moyen est la distance moyenne parcourue par une molecule entre deux collisions. 
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la direction y. Comme on peut interpreter un flux de quantite comme une contrainte, on en deduit 
que ce flux tangentiel equivaut a une contrainte de frottement tangentiel 



avec 


y = nmvl / 3 


le coefficient de viscosite. Grace a la theorie cinetique, on peut expliquer le comportement newtonien 
des gaz, mais egalement calculer le coefficient de viscosite dynamique, notamment prevoir sa variation 
avec la temperature : y oc T, ce qui est bien verifie experimentalement. 


1.3.3 Fluides newtoniens et non newtoniens 


Dans ce cours, on s’interesse essentiellement a des fluides newtoniens. Pour un fluide newtonien a 
temperature constante et place dans un ecoulement dit en cisaillement simple, la contrainte de cisaille- 
ment est reliee au taux de cisaillement (gradient de vitesse) par la relation lineaire (1.1). Autrement dit, 
si Ton trace le rapport y = t/ 7 en fonction du taux de cisaillement, on obtient une droite horizontale, 
comme le montre la figure 1 . 10 . 


10 1 - 


10 ° - 


rheo-epaississant 



newtonien 


lO ^ 1 


rheo-fluididiant 

10 -2 10 “' 10 ° 10 1 10 2 10 3 * y 

Figure 1.10 : loi de viscosite pour differents types de fluide. 


Tous les fluides ne verifient pas cette relation ou bien la verifient partiellement. Par exemple, 
l’huile de cuisine est newtonienne, mais la mayonnaise ne Test pas : si on place de la mayonnaise sur une 
assiette et qu’on incline legerement cette assiette, rien ne se passe. En fait, il faut exercer une contrainte 
minimale pour que la mayonnaise s’ecoule. On dit que la mayonnaise possede un seuil de contrainte. 
On peut faire une experience en plagant un objet a la surface de la mayonnaise : un cornichon a toutes 
les chances de rester a la surface tandis qu’on peut facilement y enfoncer une cuillere. Le seuil de 
contrainte peut empecher la sedimentation d’un corps si la pression exercee par ce corps est inferieure 
a ce seuil. Si Ton trace la relation r = /(q) pour un tel fluide, on obtient une courbe comme cellc 
reportee sur la figure 1 . 12 , avec une valeur non nulle de la contrainte de cisaillement quand le taux 
de cisaillement 7 tend vers 0. Les fluides non newtoniens possedent des proprietes parfois stupefiantes 
qui les distinguent des fluides newtoniens. Par exemple, 1’effet Weissenberg sert a caracteriser de 
faQon simple un comportement non newtonien : un fluide newtonien mis en rotation a tendance a se 
creuser sous 1 ’effet des forces centrifuges, mais un liquide polymerique (constitue de longues chaines 
de macromolecules) s’enroule autour du cylindre (voir figure 1 . 11 ) comme s’il eta.it aspire. 

D’autres fluides n’ont pas de seuil de contrainte, mais une viscosite qui depend du taux de cisaille- 
ment. On distingue ainsi deux classes de comportement (voir figure 1.10) : 

- comportement rheo-epaississant: plus le taux de cisaillement est important, plus la resistance 
du fluide est grande. Cela se traduit souvent par des comportements experimentaux de la forme 
t oc 7 ", avec n > 1. Dans les produits alimentaires, les produits a base d’amidon sont le plus 
souvent rheoepaississants (e’est aussi en partie pour cette raison qu’on les utilise pour « epaissir » 
une sauce) ; 
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Figure 1.11 : effet Weissenberg. C’est la remontee d’un liquide polymerique le long d’un cylindre plonge dans 
un bain et mis en rotation. 


- comportement rheofluidifiant : plus le taux de cisaillcment est important, plus la resistance du 
fluide est faible. Experimentalement, on observe des variations de la forme r oc 7", avec n < 1. 
Le ketchup est un produit rheofluidifiant. Certaines peintures possedent cette propriety pour 
faciliter leur application ; elles peuvent egalement etre thixotropes : l’application d’une contrainte 
provoque une destructuration du materiau, entrainant une chute de viscosite, qui varie au cours 
du temps (si le materiau est laisse au repos, il retrouve sa structure originale et done sa viscosite 
originale). 


T ▲ 

10 ‘ - 

10 ° - 


10' 1 


1CT 2 1CT 1 10° 10 1 10 2 10 3 

Figure 1.12 : loi d’ecoulement r = /(-y) pour un fluide a seuil. 


7 


A noter que la plupart des materiaux un tant soit peu complexes sont non newtoniens, mais 
on emploie frequenrment 1’approximation de fluide newtonien car assez souvent on travaille sur une 
gamme restreinte de taux de cisaillement et que dans ce cas-la, 1’approximation peut etre correcte. 
Par exemple, on parle de viscosite d’un glacier lorsqu’on fait des calculs de fluage approximates sur 
de tres grandes echelles de temps. 


1.4 Tension de surface 
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1.4 Tension de surface 

La tension de surface est une propriete des fluides, qui sont attires ou repousses lorsqu’ils sont en 
contact avec un solide, un liquide, ou un gaz. Cette propriete est importante puisqu’clle explique la 
stability des gouttes de pluie dans l’atmosphere, les larmes du vin, le deplacement des insectes a la 
surface de l’eau, les proprietes anti-adherence de certains ustensiles de cuisine, les emulsions en cuisine, 
l’effet du savon, les remontees capillaires dans les solides poreux, etc. La sequence de photographies 
1.13 montre comment sous l’effet de la tension de surface, un jet liquide se scinde et forme une goutte. 
La tension de surface est un phenomene general que Ton rencontre pour tous les fluides ; toutefois, selon 
la nature du fluide, l’effet de la tension de surface peut amener a des phenomenes d’allure differente 
comme l’illustre la figure 1.14 dans le cas de ressauts capillaires avec des fluides newtonien et non 
newtonien. 



Figure 1.13 : formation d’une goutte. Les ondes de surface a insi que la rupture de la goutte sont commandees 
par les effets de tension de surface. 


A l’interface entre deux fluides, il existe des interactions moleculaires en general de repulsion : les 
milieux n’etant pas miscibles, il existe une force a la surface de contact qui permet de separer les deux 
fluides et eviter leur imbrication ou leur melange. On appclle tension de surface ou tension capillaire 
cette force surfacique permettant de maintenir deux fluides en contact le long d’une interface commune. 
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Figure 1.14 : (a) formation d’un ressaut capillaire avec de l’eau dans u n evier. (b) effet de la tension de 
surface provoquant une rupture de symetrie dans le ressaut circulaire dans le cas d’une fluide non newtonien 
[John W. M. Bush, http://web.mit.edu/jeffa/Public/web/jump.htm], 


On la note 7 ; 7 a la dimension [Pa-m]. On l’exprime parfois aussi comme une energie par unite de 
surface [J/m 2 ]. La tension de surface de l’eau en contact avec l’air est 7 = 70 x 10 ~ 3 Pa-m ; le tableau 
1.3 fournit quelques valeurs de tension de surface. 


Tableau 1.3 : tension de surface 7 de quelques liquides a temperature ambiante ou a celle indiquee entre 
parentheses 


Fluide 

7 [Pa-m] 

huile silicone 

20 x 10 -3 

eau 

70 x 10 -3 

ethanol 

23 x 10 -3 

glycerol 

63 x 10“ 3 

mercure 

0,485 

helium (a 4° K) 

10" 4 

verre fondu (1500° K) 

0,3 


Si l’on considere maintenant un liquide le long d’une paroi solide, on observe l’effet inverse : il existe 
des forces d’adhesion. On dira le plus souvent que le fluide est mouillant s’il est attire par le solide : une 
goutte d’eau a ainsi le plus souvent le caractere d’un fluide mouillant. On dit qu’il est non mouillant 
lorsqu’il est repousse par la surface solide ; c’est par exemple ce qu’on cherche a produire en fabriquant 
des ustensiles de cuisine avec des revetements en teflon pour eviter l’adhesion des graisses ou bien 
quand on farte les skis avec des farts fluores. La figure 1.15 montre un exemple d’application en le 
genie civil avec la couverture du stade de la Maracana a Rio-de- Janeiro (Bresil). La figure 1.16 montre 
la forme d’une goutte sur un support plan en fonction de son caractere mouillant. L’angle que forme 
la goutte avec le support solide est appele angle de contact. Pour un fluide en equilibre statique, c’est 
une grandeur constante, qui ne depend que des proprietes (energies de surface) du solide, du liquide, 
et du gaz. Si le fluide n’est plus au repos, la valeur de l’angle varie avec la vitesse et la direction de 
l’ecoulement. 

Considerons un cadre metallique surmonte d’une barre mobile. On plonge l’ensemble dans de l’eau 
savonneuse (la meme solution qui sert a faire des bulles de savon), puis on le retire. On constate que 
la barre roule immediatement vers la gauche. II faut exercer une force 

F = 2 7 £, 

pour immobiliser la barre. Le facteur 2 correspond aux deux interfaces liquide/air de part et d’autre 
du cadre. 
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Figure 1.15 : pour le projet de rehabilitation du stade Maracana de Rio de Janeiro pour le Mondial de football 
et les Jeux Olympiques, les concepteurs ont prevu de couvrir les gradins a l’aide d’une enveloppe comportant 
un film plastique couvert de teflon pour eviter V impregnation (qui serait prejudiciable au poids que doivent 
supporter les poutres de la structures) et faciliter le drainage (dans un climat subtropical, les pluies peuvent 
etre tres intenses). Source: http://placar.abril.com.br. 



(b) 


Figure 1.16 : goutte sur une surface solide dans le cas d’ un flu ide au repos (a) mouillant et (b) non mouillant. 


Cette experience montre done que la force de tension agit comme une force normale (a la barre) 
proportionnelle a la longueur de film (en contact avec la barre) . De maniere generate, la force resultant 
de la tension de surface sur tout element de longueur da de la surface libre orientee par la normale n 
est 

d F = yn x ds. (1.2) 

Si on prend par une surface solide en contact statique avec un liquide (voir figure 1.18), on trouve 

( sin <f> \ 

— COS (f> | 

0 ) 

avec i le perimetre de l’objet en contact avec l’interface et <f> l’angle de Tinterface; un facteur 2 peut 
etre necessaire lorsqu’il s’agit d’un film avec deux interfaces. On note ainsi que la composante verticale 
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barre cylindrique 






film 

de 

savon 




F 






film 




cadre 


~f£ force appliquee par l’experimentateur 

Figure 1.17 : la tension de surface cree une force normale a la tige. 


de la force est maximale a l’arrachage, c’est-a-dire lorsqu’on retire l’objet du bain et que la force de 
tension est orientee verticalement (</>—>■ 0 dans l’equation ci-dessus). Dans le cas present, l’angle de 
l’interface </> correspond aussi a la definition de Tangle de contact 9. 



Figure 1.18 : la tension de surface cree une force normale au plan (els, n). La direction de cette force est 
done donnee par t. 


C’est ce principe qui est exploite dans un appareil appele « tensiometre » (de Lecomte du Noiiy) 
qui sert a mesurer la tension de surface : il s’agit de placer un petit anneau a la surface du liquide dont 
on veut mesurer la tension, puis de mesurer la force necessaire a son soulevement. Si le rayon interieur 
est i?i, le rayon exterieur i? 2 , Tepaisseur de l’anneau e, cette force s’ecrit 

F = 2n"f(Ri + R 2 ) + pgeTr(Rl - R\), 

avec le second terme correspondant au poids de l’anneau. En general ce poids est tres faible et R 2 — 
R\ <C R = \{R 2 + R\) de telle sorte qu’on peut ecrire : 

F ~ 47ri?7- 

On peut mesurer de fagon tres precise la tension de surface avec ce simple appareil. 

Quand on place une petite entite de fluide dans un autre fluide, cette entite isolee prend la forme 
d’une goutte spherique si rien ne vient (comme un mouvement du fluide environnant) s’opposer a 
cette forme. En effet, la forme spherique est la forme qui minimise Tenergie de surface, c’est-a-dire 
Tenergie que doit depenser la particule pour eviter que du fluide environnant ne penetre dans la goutte. 
Considerons une goutte de rayon R d’un fluide au repos immergee dans un autre fluide au repos. La 
pression dans la goutte est pt ; celle dans le fluide exterieur est p e ; voir figure 1.20. La goutte est a 
Tequilibre si le travail des forces de surface est contrebalance par le travail des forces de pression (on 
suppose qu’on augmente virtuellement le rayon d’un increment dl? et on impose que la goutte retrouve 
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sa position d’equilibre, done tous les travaux des differentes forces doivent se compenser) : 

- travail elementaire des forces 5W P de pression (force de volume) : pression x increment de volume 
= —A p x d (|7ri? 3 ) , avec A p = p t — p e \ 

- travail elementaire des forces Wt de tension (force de surface) : tension 7 x increment de surface= 
7 x d (47ri? 2 ) . 



Figure 1.20 : goutte en eq uilibre. 


On doit avoir 5W P + SWt = 0. En clifferentiant, puis en simplifiant, on trouve: 


Ap = p l - p e = 


27 

R ' 


(1.3) 


C’est la loi de Laplace 7 . A travers toute interface entre deux fluides, il existe une saute de pression 
egale a 27 /R. Cette loi peut se generaliser a des surfaces libres non spheriques 


Ap=pi-p e = 7 




(1.4) 


avec R et R' les rayons de courbure principaux. Attention, si on considere une bulle spherique au lieu 
d’une goutte, l’interieur et l’exterieur de la bulle sont composes de gaz et ils sont separes par un film 
avec deux interfaces, done la loi de Laplace est dans ce cas particular 

Ap = Pi - Pe = 4 — . 

II faut aussi prendre garde a l’emploi de cette loi lorsque la surface libre est concave (comme dans 
le cas de la remontee capillairc d’un fluide mouillant, voir l’exemple de la loi de Jurin plus bas) : la 

7. Pierre-Simon Laplace (1749-1827) a ete un mecanicien et mathematicien frangais a la fin du xvm e siecle et debut du 
xix e siecle. Ses travaux ont porte sur des problemes de mecanique celeste, ou il analysa l’interaction a l’aide d’equations 
different ielles, de mathematiques (loi de probability, transformee de Laplace), et de la thermomecanique des fluides 
(changement d’etat des corps). 
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pression du fluide est alors plus petite qu’a l’exterieur. II faut done considerer que le rayon de courbure 
est algebrique : R > 0 pour une surface convexe et R < 0 pour une surface concave. 

La tension de surface permet d’expliquer la remontee capillaire le long d’une paroi solide. En 
effet, experimentalement on observe que la surface libre d’un liquide ne forme pas un angle droit avec 
une paroi, mais est legerement incurvee vers le haut (liquide mouillant) ou vers le bas (liquide non 
mouillant). L’ordre de grandeur de la remontee capillaire est obtenu en egalant la pression (supposee 
hydrostatique) due a la gravite et la saute de pression due aux forces capillaires, ce qui donne d’apres 
l’equation (1.4) 

gghm^, (1.5) 


avec R le rayon de courbure et h la remontee capillaire, R' oo et ou Ton a neglige la pression 
atmospherique (voir figure 1.21). En faisant l’approximation R ~ h, on deduit l’ordre de grandeur 
suivant 



y 



Figure 1.21 : remontee capillaire le long d’une paroi solide dans le cas d’un fluide mouillant. 


Ce calcul peut se faire plus rigoureusement en integrant l’equation (1.5) et en se servant de la 
definition du rayon de courbure 


ou y{x) est l’equation de la surface libre. Pour resoudre cette equation, on a besoin d’une condition 
aux limites. Cellc-ci est donnee experimentalement par Tangle que forme le liquide avec la paroi solide, 
angle qui est appele angle de contact. En partant de l’equation differenticlle ggy(x) = r y/R(x) associee 
a la condition aux limites y'( 0) = — cotan0, en la multipliant par y 1 , puis en integrant une fois, on 
obtient 


d 



7 1 

Q9 a/1 + y 12 


= 0 


ce qui veut dire que la quantite if) = y 2 + 2y/ (gg a /1 + y' 2 ) se conserve. Comme la surface libre doit 
devenir horizontale quand x croit, on trouve que ip doit etre nul (car y’ — >• 0 et y — > 0 quand x — oo). 

L’equation differentielle du premier ordre qui en resulte est assez compliquee, mais on peut obtenir 
la remontee capillaire sans la resoudre. En se servant de la condition aux limites y'( 0) = — cotan0, on 
trouve finalement 

.2 „ 7 


= 


2— sin 9. 
Q9 


Une manifestation des effets de tension de surface est la remontee capillaire due a la depression 
locale causee par la courbure de la surface libre. Considerons un tube de petites dimensions (diametre 


1.4 Tension de surface 
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2 r petit devant la hauteur du tube) plonge dans un liquide de masse volumique g. La pression sous 
l’interface (point A sur la figure 1.22) est 


P A = P a - 2^ 

ou R designe le rayon de courbure (en valeur absolue) de la surface libre supposee de forme hemisphe- 
rique et P a est la pression atmospherique. II y a un signe negatif devant le rayon de courbure car il 
faut tenir compte de la concavite de la surface libre (le menisque de fluide forme une surface concave). 
Ce rayon de courbure peut etre relie au diametre du tube et a Tangle de contact de la fagon suivante : 
r = RcosO. Au point B, la pression vaut done : 


Pb = Pa + ggh, 


or ce point etant a la merne altitude que la surface libre non perturbee du liquide, la pression doit etre 
egale a la pression atmospherique. On en deduit done la remontee capillaire 


, 2q cos 0 

n = 

ggr 


( 1 . 6 ) 


C’est la loi de Jurin. 
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Figure 1.22 : remontee capillaire le long d’un tube cylindrique. 
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Similitude 


2.1 Analyse dimensionnelle et theorie de la similitude 

2.1.1 Objet de la theorie de la similitude 

Par theorie de la similitude , on entend aussi bien l’analyse des dimensions (unites physiques) des 
parametres d’un probleme, l’usage de nombres sans dimension que le support theorique permettant 
d’interpreter les experiences realisees a petite echelle et visant a reproduire des phenomenes complexes 
(a grande echelle). La « theorie de la similitude » est done un ensemble de regies qui vise a: 

- proposer des nombres sans dimension 1 tels que le nombre de Reynolds ou le nombre de Froude; 

- simplifier les equations de base en supprimant les termes negligeables ; 

diminuer le nombre de parametres pertinents necessaires a l’etude experimentale (mais egalement 
numerique ou theorique) des phenomenes ; 

- etablir les criteres a respecter pour qu’une experience a echelle reduite soit representative d’un 
phenomene en grandeur reelle (on dit alors que l’experience est en similitude avec le phenomene) ; 

- fournir les relations de changement d’echelle entre experiences. 

Jit Exemple. — Par exemple, il est souvent tres difficile de calculer numeriquement ou theorique- 
ment le fonctionnement d’un ouvrage hydraulique ou le comportement d’un ecoulement. Si cela est 
possible, il peut etre tres couteux (en temps, en argent) de faire une etude complete. II peut alors etre 
interessant de proceder a des essais a echelle reduite en laboratoire sur des maquettes. La question est 
comment utiliser les donnees obtenues a echelle reduite pour deduire les caracteristiques du phenomene 
en grandeur reelle. Par exemple, une avalanche de neige ou de rochers peut provoquer, en cas d’impact 
avec une etendue d’eau, une vague dite d’impulsion. Le phenomene est difficile a etudier, notamment 
a cause du couplage complexe entre l’ecoulement gravitaire et l’eau. Si dans le cadre d’une etude d’in- 
genierie, par exemple pour dimensionner une hauteur de remblai suffisante, on souhaite calculer les 
caracteristiques de la vague, une fagon de proceder est de realiser un modele reduit (voir figure 2.1). 
Le probleme est alors de savoir comment passer des mesures realisees en laboratoire aux grandeurs 
reelles. □ 


2.1.2 Invariance d’echelle 

En filigrane, il existe une notion essentielle en physique: la notion d ’’invariance. C’est parce que 
les lois de la physique sont invariantes par rapport a tout changement d’unite qu’elles peuvent se 
mettre sous des formes sans dimension ou bien qu’elles peuvent etre valables pour une large plage 
d’echelles de temps et d’espace. Cette notion d’invariance permet de deboucher sur V auto-similarite 
de certains phenomenes physiques. Un phenomene qui varie au cours du temps est dit auto-similaire 
si les variations spatiales de ses proprietes a differents moments se deduisent les unes des autres par 


1. e’est-a-dire qui n’ont pas de dimension (unite) physique. 
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2. Similitude 



Figure 2.1 : (a) vague d’impulsion creee par un eboulement rocheux de 300 000 m 3 dans un lac morainique 
sous le glacier de Grindelwald (BE) le 22 mai 2009; source: Tages Anzeiger. (b) schematisation du calcul de 
la vague d’impulsion. (c) essai en laboratoire. 


une simple transformation similaire. En bref, si par simple translation, rotation, et etirement, toutes 
les courbes peuvent etre ramenees a une seule courbe maitresse, alors le phenomene est auto-similaire. 


Les solutions auto-similaires sont interessantes a plus d’un titre : 

- l’existence d’une solution auto-similaire permet de comprendre analytiquement un processus 
physique complexe, notamment le comportement a court/long terme d’une solution; 

- la mise en evidence de l’auto-similarite fournit un moyen pratique de representer une fonctions 
a plusieurs variables d’une fagon simple et riche en interpretation physique ; 

- experimentalement, les donnees issues de conditions experimentales differentes tombent sur une 
courbe unique si on choisit de les representer a l’aide des variables auto-similaires ; 

- il est possible de reduire une equation aux derivees partielles en differentielle ordinaire et/ou 
de reduire l’ordre de l’equation differentielle, ce qui permet parfois d’arriver a des solutions 
analytiques. 


2.1 Analyse dimensionnelle et theorie de la similitude 
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Pour bien comprendre cette notion d’invariance, on peut se servir des connaissances acquises en 
geometrie. Par exemple, des triangles sont dits similaires geometriquement si le rapport de leurs 
longueurs reste identique (voir figure 2.2) 



a 


V_ 

~b 


c 

c 


avec A le rapport de similitude, le facteur d’echelle, ou l’echelle. On parle de transformation isomorphe 
quand on transforme un triangle en un autre par elongation de ses cotes d’un facteur identique A. 

II est possible de generaliser cette notion en considerant des rapports de longueur differents selon 
les axes du plan. Ainsi, une transformation affine conserve les rapports de longueur, avec des rapports 
differents selon les axes (voir figure 2.2) 


X x — et Xy — , 

a b 

avec X x et X y les rapports selon l’horizontale et la verticale. Lors d’une transformation affine, on note 
que 

- certaines quantites sont conservees. On parle d’ invariant. Par exemple le rapport de la surface 
S et du produit des demis axes : 

S S' 

S ~ ab~ a'b' ~ 7r ' 

d’autres quantites ne le sont pas. Par exemple le perimetre n’est pas invariant 


P = A 



\J a 2 cos 2 9 + b 2 sin 2 Odd 



Figure 2.2 : (a) transformation isomorphe de triangles, (b) transformation affine d’une ellipse. 


Pourquoi certaines quantites se conservent et d’autres non? On parle de loi d’echelle pour definir 
la relation de proportionnalite entre une certaine grandeur et l’echelle (ici geometrique) du probleme : 

- le perimetre P oc £, 

- la surface S oc £ 2 , 

- le volume V oc £ 3 , 


32 


2. Similitude 


avec t une echelle caracteristique de l'objet (voir figure 2.3). Selon la dimension de la grandeur et le 
degre de liberte de la transformation, il est possible d’obtenir plus ou moins simplement la relation 
qui lie cette grandeur a l’echelle ou bien aux rapports de changement d’echelle. Par exemple, dans le 
cas de la transformation cercle (rayon a = b) en ellipse (de demis grand et petit axes a et b) par une 
transformation affine (avec deux degres de liberte et X y ), on trouve que le perimetre de T ellipse 
vaut 

/• tt /2 r-x/2 

P' — 4 / v a' 2 cos 2 9 + b' 2 sin 2 9d0 = 4 / J a 2 X%. cos 2 9 + a 2 X y sin 2 ddd. 

Jo Jo v 

En introduisant r = X y /X x et P = 2na, on peut ecrire ce perimetre sous la forme d’un rapport : 

P' o\ / >7r / 2 o\ 

— = f(X x ,X y ) = — — / \J cos 2 8 + r 2 sin 2 ddd = — -E(l — r 2 ), 

P 7T J 0 n 

avec E une fonction speciale dite integrate elliptique complete. Le perimetre P' est done proportionnel 
a P via un coefficient / qui depend des deux parametres d’echelle X x et X y . Dans ce cas-ci, il n’est 
pas possible de relier simplement par un simple argument dimensionnel la grandeur (perimetre) aux 
echelles de transformation. 


La theorie de la similitude cherche a predeterminer la structure des dependances entre variables 
et parametre(s) d’echelle du probleme. 



Figure 2.3 : longueur caracteristique d’un objet. 


2.2 Unites de mesure 

Dans ce cours, on utilise les unites du systeme international ou systeme metrique decimal 2 . Ce 
systeme repose sur 7 unites fondamentales : 

- longueur : le metre [m] ; 

- masse : le kilogramme [kg] ; 

- temps : la seconde [s] 

- intensity electrique : Tampere [A] ; 

- temperature : le kelvin [K] ; 

- intensity lumineuse : le candela [cd] ; 
quantite de matiere : la mole [mol] . 

Chaque mesure est associee a un symbole, dont la typographic a ete fixee. On se sert soit de noms 
propres (le symbole commence alors par une majuscule), soit des unites de base. Par exemple : 

- force: le newton [N] (1 N = 1 kg-m/s 2 ) ; 
pression: le pascal [Pa] (1 Pa = 1 kg-m _1 -s _2 ) ; 

2. Le systeme metrique fut instaure sous la Revolution frangaise pour remplacer les unites employees sous l’Ancien 
Regime (poise, pied, etc.). La definition et l’usage des mesures ont ete fixes a la fin du xix e siecle et au xx e siecle par la 
Conference generate des poids et mesures. Seuls quelques pays, dont le Royaume-Uni et les Etats-Unis, n’ont pas encore 
adopte le systeme metrique. 


2.2 Unites de mesure 


33 


- vitesse : [m/s] ; 

- masse volumique : [kg/m 3 ] ; 

- acceleration: [m/s 2 ]; 

- surface : [m 2 ] ; 

- debit : [m 3 /s] ; 

- energie: le joule (1 J = 1 kg-m 2 /s 2 ) ; 

- puissance: le watt (1 W = 1 kg-m 2 /s 3 ). 

On introduit des puissances de 10 pour ponderer l’unite. Les plus usuelles en mecanique sont donnees 
dans le tableau 2.1. 


Tableau 2.1 : nom des puissances de 10 et symbole a ssocie. 


Nom 

Puissance de 10 

symbole 

micro 

10"® 

U 

milli 

10" 3 

m 

centi 

10~ 2 

c 

deci 

nr 1 

d 

deca 

10 1 

da 

hecto 

10 2 

h 

kilo 

10 3 

k 

mega 

10® 

M 


Quelques rappels : 

- les unites sont en caractere roman et non en italique : 12 m et non 12m ; 

- les unites sont separees par un espace du nombre qui les precede : 12 m et non 12m; 

- les noms propres qui ont servi a fabriquer des unites deviennent des noms ordinaires et s’accordent 
en consequence. II faut ainsi noter qu’il n’y a pas de majuscule pour la premiere lettre du nom. 
La seule exception concerne les degres : on ecrit « degre Celsius » et « degre Fahrenheit » ; 

- on ecrit 0 °C (0 degres Celsius 3 ) et 273 K (273 kelvins) ; 

- certains noms d’unite coincident avec leur symbole ; c’est le cas du bar par exemple. Dans ce 
cas-la, il est possible d’ecrire 10 bar ou bien 10 bars selon que bar est pris comme un symbole 
(invariable) ou un nom (a accoixler en consequence). 

Dans la vie courante, on emploie souvent des unites differentes : le litre [£, 1, ou L] pour les volumes, 
le bar [bar] pour la pression atmospherique, etc. A noter que pour le litre admet plusieurs symboles. 
Initialement, le symbole etait la lettre « 1 » minuscule, mais pour la plupart des polices de caracteres, 
elle se distingue mal du chiffre 1. Aussi, on lui substitue souvent la lettre L majuscule ou la lettre £ 
rond. Certaines unites qui n’appartient pas au systeme international restent d’un emploi courant. Par 
exemple, pour la quantite d’energie absorbee ou depensee par des etres vivants, on parle plus souvent 
en calories (symbole cal) qu’en joules. Initialement, la calorie a ete introduite comme la quantite de 
chaleur qu’il faut apporter pour elever de 1 °C la temperature d’un gramme d’eau. Toutefois, cette 
definition est peu rigoureuse car la quantite de chaleur necessaire depend en fait de la pression et de 
la temperature initiale de l’eau. Aujourd’hui, il est courant d’employer la definition suivante 

1 cal = 4,184 joules. 

On considere que la ration alimentaire d’un homme sedentaire de 70 kg est voisine de 2800 kcal (11,7 
kJ) s’il veut couvrir ses besoins journaliers. Pour les unites de puissance, principalement des vehicules 
automobiles, on parle souvent en chevaux-vapeur (CV) 4 , dont l’origine remonte au xix e sieclc quand 

3. Anders Celsius (1701-1744) est un savant suedois, professeur d’astronomie a l’universite d’Uppsala. Il est a l’origine 
d’une echelle relative des temperatures dont l’unite, le degre Celsius ( Q C), honore son nom. Il participa egalement a une 
expedition dirigee par l’astronome frangais Pierre Louis Maupertuis dans la vallee de la Torne, dans le nord de la Suede 
(Laponie). L’objectif etait de mesurer la longueur d’un arc de meridien de 1 Q afin de savoir si la terre etait aplatie ou 
non au niveau des poles ; il fut montre que, conformement aux predictions de Newton, la terre etait bien un spheroi’de 
aplati. 

4. En France et en Belgique, il existe un cheval-vapeur fiscal, qui sert a etablir une grille de taxation en fonction de 
la puissance et du rejet en CO 2 des vehicules. Les Anglais emploient le « horse power » (hp), avec 1 hp = 746 W. 


34 


2. Similitude 


les machines a vapeur ont commence a etre substitutes aux chevaux pour la traction des vehicules. Le 
taux de conversion est : 

1 CV = 736 W. 

On peut utiliser un petit moyen mnemotechnique pour decomposer une unite physique quelconque 
en unites fondamentales. Prenons l’exemple du joule ; le joule sert comme unite pour l’energie et le 
travail. Le travail d’une force, c’est une force multipliee par une distance, done on a : 

travail = force x longueur = N • m = kg ■ m 2 /s 2 . 


2.3 Principaux nombres adimensionnels 


En mecanique des fluides, on est souvent amene a manipuler des groupes de variables sans dimen- 
sion, appeles « nombre adimensionnel » ou « rapport de similitude ». Ces groupes sont construits en 
faisant des rapports entre des termes apparaissant dans les equations du mouvement, ce qui permet 
de les interpreter physiquement. On distingue ainsi 


- le nombre de Reynolds 



( 2 . 1 ) 


avec £ une echelle de longueur, u une echelle de vitesse, g la viscosite du fluide, et g sa masse 
volumique. Le nombre de Reynolds est le plus souvent interprete comme le rapport des forces 
d’inertie sur les forces de viscosite. II sert notamment a classer le regime d’ecoulement en dis- 
tinguant les ecoulements laminaires (Re -C 1) et les ecoulements turbulents (Re 1). Si on 
introduit v la viscosite cinematique du fluide (v = g./ Qf avec Qf la masse volumique du fluide), 
alors on a aussi : Re = u£/v ; 

- le nombre de Stokes 


avec t p le temps de relaxation de la particule (le temps typique de variation de la vitesse quand on 
perturbe l’etat d’equilibre de la particule) et le temps caracteristique du fluide (l’echelle de temps 
sur laquelle le fluide s’ajuste a tout changement de la particule). Ce nombre sert dans l’etude 
des ecoulements biphasiques (par exemple, une suspension de particules) a quantifier les effets 
biphasiques, e’est-a-dire le couplage entre phases. Lorsque St -C 1, la phase solide est entierement 
gouvernee par la phase fluide tandis que pour St 1, les deux phases sont decouplees. Notons 
que dans bien des problemes d’interet pratique (sedimentation de particules par exemple), le 
nombre de Stokes est trouve etre proportionnel au nombre de Reynolds. Par exemple, pour une 
particule de rayon a , de masse m et de masse volumique g p , sedimentant a la vitesse u B dans 
un fluide newtonien au repos, on a tf = a/u s et t p = mu s /F v , ou F v = 6nafm s est la force de 
frottement visqueux. On aboutit alors a : 


2 g p u s a 2pp_^^ 

9 gf v 9 Qf 


- le nombre de Froude 


Fr = 


'fgh' 


( 2 . 2 ) 


avec h une echelle de hauteur, u une echelle de vitesse, g l’acceleration de la gravite. Le nombre 
de Froude est le plus souvent interprete comme le rapport de l’energie cinetique sur l’energie 
potentielle. II sert notamment en hydraulique a classer le regime d’ecoulement en distinguant les 
ecoulements supercritiques (Fr > 1) et les ecoulements subcritiques (Fr < 1) ; 


- le nombre de Mach 



avec u une echelle de vitesse et c = \J dp/dg la celerite du son (ou celerite des ondes dans l’air). 
Le nombre de Mach sert en aerodynamique a evaluer la compressibilite de l’air. On distingue 
ainsi les ecoulements supersoniques (M > 1) et subsoniques (M < 1) ; 


2.3 Princip aux nombres a dimensionnels 
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- le nombre de Peclet 

° D ’ 

ou ( est une echelle caracteristique du systeme etudie (taille de la particule ou libre parcours 
moyen), u une echelle de vitesse, et D un coefficient de diffusion. Le nombre de Peclet sert en 
rheologie et dans l’etude de la diffusion a evaluer l’effet respectif de la convection et de la diffusion. 
Lorsque Pe > 1, la convection l’emporte sur la diffusion. Les particules sont done transportees 
(advectees) par le fluide. Dans le cas contraire, lorsque Pe 1, la diffusion l’emporte sur la 
convection. En diffusion turbulente ou bien thermique, on emploie le nombre de Schmidt et le 
nombre de Prandtl ; 

- le nombre de capillarite ou nombre capillaire 


7 

avec u une echelle de vitesse, p la viscosite du fluide, et 7 la tension de surface. Ce nombre sert 
a evaluer les effets de tension de surface, par exemple lorsqu’on etale un fluide ou bien dans 
un milieu poreux. Lorsque Ca -C 1, les effets de tension l’emportent sur les forces visqueuses 
et reciproquement quand Ca 1, la viscosite est tellement grande que les effets de tension de 
surface a la surface libre sont negligeables. Le nombre de Bond, de Weber, et de Kapitza sont 
egalement des variantes courantes du nombre de capillarite. 


Dans ces differentes expressions, les echelles sont en general des grandeurs macroscopiques caracte- 
risant le systeme etudie. Par exemple, le nombre de Reynolds d’un ecoulement d’eau dans une riviere 
est Re = uh/v , avec u la vitesse moyenne de l’eau, h la profondeur d’eau, et v la viscosite cinematique. 
On parle de « nombre de Reynolds macroscopique » ou bien de « nombre de Reynolds de l’ecoule- 
ment ». Si maintenant dans cette riviere, on etudie la sedimentation de particules fines de rayon moyen 
a, on introduit un « nombre de Reynolds local » appelc encore « nombre de Reynolds particulaire » : 
Re = u s a/v , avec u s la vitesse de sedimentation. Notons que le nombre de Reynolds de l’ecoulement 
peut etre tres grand (ecoulement turbulent) alors que le nombre de Reynolds particulaire peut etre 
petit (ecoulement localement laminaire dans le proche voisinage de la particule). 

Les echelles sont generalement des grandeurs constantes, e’est-a-dire des grandeurs qui ne varient 
pas significativement au cours du temps ou dans l’espace. On peut parfois etre amene a introduire 
des nombres adimensionnels dont les echelles varient. Par exemple, dans l’etude de la couche limite le 
long d’une paroi, on introduit un nombre de Reynolds Re = uy/v, avec y la distance par rapport a la 
paroi, qui varie avec la distance. 

Generalement tout nombre sans dimension peut etre interprete comme un rapport soit de longueurs, 
soit de forces (contraintes), soit de temps. Un meme nombre peut souvent s’interpreter de differentes 
fagons. Par exemple le nombre de Reynolds est : 


Re = 


Qu( 


gu 2 inertie 

Pj contrainte de cisaillement 


on peut done definir le nombre de Reynolds comme le rapport des forces d’inertie sur les forces 
visqueuses. On peut egalement, dans le cas particulier du nombre de Reynolds, interpreter le nombre 
sans dimension comme un rapport de temps caracteristiques : 


gu£ U £ tturb. 

Re= — = 7— = -7 , 

P tv tec. 

avec t ec , = l/u le temps de relaxation de la particule ou de la structure turbulente (temps representatif 
mis par la particule pour parcourir une distance egale a son diametre) et tturb. = ^ 2 /i / un temps 
caracteristique de diffusion de la turbulence. Toujours avec le nombre de Reynolds, on peut montrer 
qu’il s’agit aussi d’un rapport de longueurs caracteristiques : 


Re = 


gu£ 


= /H = 


tpart. 
^ turb . 


avec (.part. = ( la longueur caracteristique de la particule et (turb. = v /u la taille caracteristique des 
tourbillons de la turbulence. 
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2.4 Theoreme de Vaschy-Buckingham ou theoreme n 

Le theoreme de Vaschy-Buckingham est fondamental dans la theorie de la similitude. II permet de 
dire combien de nombres sans dimension independants peuvent etre construits dans un probleme phy- 
sique qui implique n variables. Son enonce est un peu technique et sa mise en oeuvre laisse croire qu’il 
s’agit d’une procedure mathematique qu’il suffit d’appliquer methodiquement. En fait, son utilisation 
a l’aveugle peut conduire a de graves erreurs et il faut de la pratique pour eviter les nombreux pieges. 
Son application est relativement aisee quand on a deja une idee du resultat, c’est-a-dire de la nature 
des nombres adimensionnels qui peuvent jouer un role dans le probleme etudie. Avant d’aborder ce 
theoreme, on presente la methode de Rayleigh qui permet d’obtenir la structure (dimensionnelle) du 
resultat recherche dans un grand nombre de cas simples. 


2.4.1 Methode de Rayleigh 

Lord Rayleigh 5 a propose une variante plus simple d’emploi. Supposons qu’on souhaite exprimer 
une variable x en fonction de n parametres yi. On ecrit que dimensionnellement on a: 

N = [yi] a [y2] b ■ ■ ■ [y n ] s , 

ou a, b, s sont des coefficients a determiner de telle sorte que le produit des unites des at soit 
coherent avec l’unite de x. 

X Exemple. — Un exemple commun est le calcul de la periode des oscillations d’un pendule de 
longueur t et de masse m dans un champ de gravite g (voir figure 2.4). On pose 

T oc £ a m b g c , 


soit en termes de dimensions : 


[T] = [£} a [m] b [g] c => s = m a kg & (m/s 2 )° . 



On deduit pour chaque unite fondamentalc : 

- masse (kg) : 0 = b ; 

- longueur (m) : 0 = a + c ; 

- temps (s) : 1 = —2c. 


5. John William Strutt, plus connu sous son titre de Lord Rayleigh, etait un physicien anglais (1842-1919). II a etudie 

plusieurs branches de la physique et la mecanique (acoustique, optique, electrodynamique, electromagnetisme, viscosite 
des fluides, photographie) . On lui doit notamment la decouverte d’un gaz rare, l’argon, pour laquelle le prix Nobel lui a 
ete decerne en 1904. 
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Soit c = — s, a = i, et b = 0. Done : 


Toe 


Si Ton resout l’equation du mouvement pour un pendule, on trouve T = 2iTy/£/g, ce qui est coherent 
avec le resultat trouve ci-dessus. En effet, l’equation du mouvement s’obtient a partir de la conservation 
de l’energie 

1 2 

-mu + mgz = cste, 

avec u — £9, et z = £{1 — cos 0), 9 = dO/dt. En clifferentiant par rapport au temps et simplifiant par 
m et 9 , on trouve : 

dF = ~r ml> - 

L’adimensionalisation de l’equation du mouvement permet de passer d’une equation dimensionnelle 

■l 2 'l 9 . . 

de = —e emB 

a une equation sans dimension physique et done invariante : 
d 2 9 


d t 2 


= — Ilsin0 avec 0(0) = 9q,9(0) = 0, et II = 


gT 2 


et ou l’on a introduit le temps adimensionnel : t = t/T. Le parametre II est une constante qui ne peut 
dependre ici que de 9q. Posons II = / 2 (0o), ce qui montre que : 


Dans la limite 0 <C 1, on peut trouver une solution approchee en posant sin0 ~ 0, soit 

d 2 0 


— = —110 avec 0(0) = 0o, et 0(0) = 0, 
d t z 


soit encore : 


0 = 0 O cos (Vie) = 0 O cos = 0 O cos ^/(0 O )^ , 

or par definition de la periode 9 = 9q cos( 27 t t/T), on trouve que : 

/(0 O ) = 27T quand 0 — > 0, 
et 

[J 

To = lim T = 2n\ 

®o->o y g 

L’expression analytique exacte de la periode d’oscillation est trouvee etre 


= ~K ( sin ^ ) avec T 0 = 27 t 

1 0 TT \ 2 ) 

avec K une fonction speciale dite integrale elliptique complete de premiere espece. On retrouve que 
lorsque 0 O — > 0, alors la periode T tend vers T 0 (voir figure 2.5). 
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0 O (rad) 

Figure 2.5 : periode d’ oscillation d’un pendule en fonction de l’angle initial. 


2.4.2 Theoreme de Vaschy-Buckingham 

Nous cherchons a calculer une variable a\ dependant de n — 1 autres variables independantes a*,. 
On doit resoudre un probleme implicite 

4>(ai, a 2 , . . . , a n ) = 0, 


ou bien explicite 


ai = (j){a 2l a 3 , ■ ■ • , a n ), 


ces variables sont definies dans un systeme de m mesures faisant appel a p unites fondamentales Di 
(en general, p = 3 avec comme unites fondamentales: le metre, la seconde, le kilogramme). Chaque 
variable a :l est dimensionnellement homogene a un produit de monomes des unites de base 


[ aj \=D? £%*... D?. 


Par exemple, lorsque p = 3, on a en general une longueur D i = L , une masse D 2 = M, et un temps 
Z ?3 = T comme unites de base [a] = M a L^T 1 , ce qui donne pour les n variables 

[ai] = M ai L /3l T' 11 , 

[a 2 ] = M° 2 L^T 12 , 


[a n \ = M“ n L /3n T 7n , 


avec ctj, Pj , et jj des coefficients determines a l’avance en examinant la dimension des variables. II est 
possible de former des nombres sans dimension en faisant des produits de monomes 



• • . CLn • 


La question qui se pose est : si ces nombres sans dimension existent, de combien en a-t-on besoin pour 
representer la solution du probleme? 


Enonce 

Le theoreme de Vaschy-Buckingam ou theoreme II repond a cette question en affirmant que k = 
n—r nombres sans dimension independants sont necessaires, avec r le rang de la matrice dimensionnelle 
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associee au probleme 6 . Au lieu d’etudier un probleme de dimension n: a\ = 0 , 2 , ■ ■ ■ , a*,- 1 ), on 

peut se ramener a un probleme de dimension k < n exprime en termes de nombres sans dimension : 


III = "0(112 , 1135 • • • , Ilfc). 


# Demonstration. La dimension de 1 1 , est 

[Ylj] = (D“ 2 D% 2 ...D^Y* ... (D? n D§ n . 

Or on veut que [Ilf] = 0. On est done amene a resoudre le systeme 

Pour Z?i : 0 = ctik{ + 02^2 + ■ ■ .a n K, 

Pour D 2 : 0 ~ /3ik{ + a 2 k J 2 + . . . /3 n k J n , 


..Dry 


Pour Dm : 0 = yifcj + 72/4 + • • • 7 nK- 


Ces equations definissent un systeme d’equations lineaires de p equations et n inconnues kl (1 < i < m). Si le 
determinant 

Ol 02 Ctr, 

Pi P2 

det 

.71 72 • ■ ■ In J 

est different de 0 et le rang de cette matrice est r, alors il existe n — r solutions lineairement independantes. 
□ 


Mise en oeuvre 

En pratique, on precede ainsi : 

1. isoler les quantites physiques du probleme donne et leur nombre n ; 

2. ecrire les dimensions de chaque variable dans le systeme de base (en general, p = 3 unites de 
base sont necessaires en mecanique) ; 

3. determiner le rang r de la matrice dimensionnelle associee (on a souvent r = 2 ou r = 3) ; 

4. rechercher les n — r nombres sans dimension. 

On prendra soin de definir des nombres sans dimension ayant une signification physique. A noter 
que ces nombres sans dimension peuvent etre obtenus sans passer par le theoreme II en examinant 
les equations du mouvement et en les rendant sans dimension, e’est typiquement ce qui sera fait au 
§ 6.4.1 pour les equations de Navier-Stokes. C’est tres souvent preferable car cela permet d’identifier 
et definir proprement les nombres sans dimension pertinents. 

2.4.3 Application n° 1 du theoreme II : force de trainee 

On veut calculer la force dite de trainee exercee par un fluide newtonien (incompressible) sur une 
particule spherique de diametre 2 r et de masse volumique g p ; voir figure 2.6. La force se calcule 
comme : 

F = J E-ndS) 

avec n la normale a la surface S de la particule et S le tenseur des contraintes du fluide, e’est-a-dire 
E = —pi + 2 pD, avec p la pression, D le tenseur des taux de deformation, p la viscosite dynamique. 
C’est un probleme complexe a resoudre puisqu’il faudrait resoudre en meme temps les equations de 
Navier-Stokes pour decrire la phase fluide aninree d’une vitesse Uf : 

e + u f^ u f^j = Q9-^P + ' D 

6. Rappel : en algebre lineaire, le rang d’une matrice est le nombre maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) lineaire- 
ment independants ; c’est aussi la dimension du sous-espace vectoriel engendre par les vecteurs lignes (ou colonnes). 
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V • u = 0, 

et l’equation de la quantite de mouvement pour la particule : 

ditp 

= m p9 + F, 

avec m p la masse la particule et u p sa vitesse. Les conditions aux limites sont de plus : Uf = u p + lj x r 
sur la surface S de la particule, avec u> la vitesse de rotation de la particule donnee par l’equation de 
conservation du moment cinetique : 

J P -j- = I r x (En)dS. 

dt Js 

avec J p = 2mr 2 /5 le moment d’inertie. 



Figure 2.6 : ecoulement d’un fluide au tour d’une sphere. 


On a 5 variables : la force F que l’on cherche a calculer, la viscosite dynamique g, la masse volumique 
g de l’eau, le rayon de la particule r, et sa vitesse relative par rapport au fluide u = \u p — Uf\. On ne 
prend pas en compte la masse volumique de la particule car la force exercee par le fluide ne peut pas 
etre influencee par cette variable, mais elle Test par les dimensions geometriques de la sphere (d’ou le 
fait que Ton retienne r et non g p ). 

La premiere chose a faire est de determiner les unites de ces grandeurs physiques dans le systeme 
international en ne faisant appel qu’aux grandeurs fondamentales, a savoir : 

- unite de distance : le metre [nr] , 

- unite de temps : la seconde [s] , 

- unite de masse : la masse [kg] . 

Les unites ou dimensions physiques sont reportees dans le tableau suivant. 


Tableau 2.2 : tableau des unites. 

variable Fug g r 

unite (SI) kg m s - ^ m s -1 kg m~ a kg m _i s _i m 
exposant a b c d e 


On recherche la force F en fonction de r, g, u, et g : F = (f>[u , g , g, r ) s’il existe une relation 
univoque ou bien, de fagon plus generale, ip(F, u , p, g, r) = 0. II semble evident, sans meme faire de 
physique, qu’on ne peut pas prendre n’importe quelle fonction </> pour des raisons d’homogeneite des 
dimensions physiques. Par exemple : 

F = uggr, 

n’est pas possible car cela n’est pas homogene : [kg m s -2 ] ^ [kg 2 m -2 s -2 ] ! II faut done que la 
combinaison des differentes unites donne un resultat coherent du point de vue dimensionnel. L ’analyse 
dimensionnelle n’est, d’une certaine fagon, que la recherche des combinaisons possibles entre variables 
physiques respectant les contraintes d’homogeneite dimensionnelle. 

Quelles sont les possibilites ? Pour cela, recherchons les parametres a, 6, c, d, et e permettant de 
former des combinaisons homogenes du point des dimensions physiques. Si on a une relation generale 
de la forme ip(F, u, g , g : r ) = 0, cela veut dire que les combinaisons des unites doivent verifier: 

[F} a [u} b [g\ c [g] d [rT = 0, 
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soit encore en se servant des unites des variables (voir tableau ci-dessus) : 

a + c + d = 0, 
a + b — 3c — d + e = 0, 

—2a — b — d = 0. 

On a 3 equations pour 5 inconnues ; on ne peut done en determiner que 3 et les 2 inconnues restantes 
doivent etre considerees comme des variables libres (ou ajustables). Prenons par exemple a et d comme 
variables libres 7 et determinons les autres parametres b , c, et e. On trouve: 

b = —(2a + d), c = — (a + d), e = b = —(2a + d ). 

Une implication de cette analyse est egalement que la relation generate ip(F, u , g, /a, r) = 0 de 
dimension 5 peut en fait se reduire a une relation de dimension 2 (puisqu’on n’a que 2 variables libres 
a et d) que Ton note generiquement sous la forme ^(IR, II 2 ) = 0. Les nombres III et II 2 sont des 
nombres sans dimension ; on a une infinite de choix selon la valour de a et d, mais deux criteres doivent 
nous aider dans ce choix : 


- trouver des nombres avec une signification physique ; 

- trouver des nombres independants 8 . 


Pour III, considerons par exemple a = 1 et d = 0, on a alors b = —2, c = —1, e = —2, soit : 


IIi 


F 

gr 2 u 2 


Pour II 2 , considerons par exemple a = 0 et d = 1 (on est sur que les nombres sont independants), on 
a alors b = — 1 , c = — 1 , e = — 1 , soit : 


n 2 


— = 2 — . 

gru Re 


On a reconnu le nombre de Reynolds particulaire Re = ( 2r)u/i' avec v = g/g la viscosite cinematique. 

Toute fonction de IIi et/ou II 2 peut etre utilisee pour definir des nombres sans dimension. Ainsi, 
arbitrairement du point de vue mathematique (mais cela a un sens physique), on definit les nombres 
sans dimension utiles pour notre probleme : 

„ F „ „ 2 pru 

IIi = et n 2 = Re = . 

itgr z u z g 

Attention, la forme exacte de toute formule liant IIi et II 2 depend de la definition precise de ces 
nombres ; il convient tout de verifier a chaque fois comment ils sont definis (il n’est pas ainsi rare que 
l’on definisse Cd comme Cd = F/(gr 2 u 2 ) sans facteur L au denominates). 

La relation recherchee doit necessairement s’ecrire sous la forme : 


■0(11! , n 2 ) = 0, 


ou encore 


F 

i-7T gr 2 u 2 


0(Re). 


On appelle 4> le coefficient de trainee et on le note le plus souvent Cd ; F est la force de trainee 9 . 
On montre theoriquement en resolvant les equations de Navier-Stokes dans le cas Re <C 1 (e’est-a-dire 
lorsque les termes inertiels sont negligeables 10 ) : 


F 

2 ngr 2 u 2 


0(Re) 


— quand Re — > 0. 
Rc 


7. Ce choix n’est justifie ici que par notre desir de disposer de deux nombres sans dimension, Pun relatif a la force de 
trainee, P autre a la viscosite. 

8. Si (a, d ) represente les coordonnees d’un vecteur de dimension 2, alors on doit choisir des vecteurs non colineaires. 
Par exemple le choix (a, d)=(0, 1) et (a, d)=( 1, 0) est correct ; le choix (a, d)=(0, 1) et (a, d)=(0, 2) est incorrect. 

9. Il existe d’ autres types de forme d’ inter act ions entre un fluide et une particule. 

10. On verra que les equations de Navier-Stokes s’appellent « equations de Stokes » dans ce cas-la. 


42 


2. Similitude 


Cette relation est appelee loi de Stokes et elle est utile par exemple pour calculer une vitesse de 
sedimentation de particules fines (il faut que Re <C 1). Mise sous forme dimensionnelle, on tire : 

F = Gn/iru. 

A grand nombre de Reynolds (Re 1), les experiences montrent que : 

F 

Cd = -j = 4>( Re) « 0,4 — 0,5 quand Re — >■ oo. 

^ 7 jgr 2 u z 

La figure 2.7 montre la variation du coefficient de trainee en fonction du nombre de Reynolds 
particulaire. 



Figure 2.7 : variation du coefficient de trainee a vec le nombre de Reynolds particulaire avec Cd 
et Re = lent. 


F 

"I o o" 


2.4.4 Application n° 2 du theoreme El : puissance d’une explosion nucleaire 

II s’agit d’un exemple celebre d’application de l’analyse dimensionnelle realisee par Taylor en 1950. 
Apres la seconde guerre mondiale, les autorites americaines ont leve le « secret defense » concernant 
des series de cliches d’une explosion atomique car elles les jugeaient inexploitables par des puissances 
etrangeres. Pourtant, Taylor par un simple raisonnement dimensionnel parvint a calculer la puissance 
de l’explosion (donnee qui, elle, etait restee conhdentielle) ! 



Figure 2.8 : extrait des series de photographies d’une explosion atomique par Mack. 

D’apres Taylor, l’effet premier d’une explosion atomique est l’onde de pression precedant la boule 
de feu (voir figure 2.8) et dont l’ordre de grandeur est de plusieurs centaines d’atmospheres. Trois 
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parametres gouvernent ce processus: la quantite d’energie injectee (la puissance) E [kg-m 2 -s 2 ], la 
masse volumique de l’air q [kg-m -3 ], le rayon r/ de la boule [m], et le temps t depuis l’explosion [s]. 

On a 4 variables et 3 unites fondamentales. On peut done former un nombre adimensionnel : 


E l/5 t 2/5 g -l/5- 

Pour une explosion donnee, ce nombre doit etre constant, ce qui implique que : r/ oc IH 1//5 t 2 / 5 au cours 
du temps. La connaissance experimentale (voir figure 2.9) de la relation rj(t) a permis a Taylor de 
calculer l’energie liberee par l’explosion atomique. 



0.0001 0.0005). 001 0.0050.01 0.05 

Figure 2.9 : comparaison entre la loi de similitude de Taylor et le rayon rj calcule a partir des series de 
photographies d’une explosion atomique prises par Mack. 


2.4.5 Application n° 3 du theoreme II: loi de Manning-Strickler 

Essayons de voir si on est capable de retrouver a l’aide de l’analyse dimensionnelle la loi empirique 
de Manning-Strickler, qui relie la vitesse moyenne dans un canal d’eau a la profondeur h d’eau dans 
ce canal : 

u = KVsindh 2 / 3 , (2-3) 

avec K le coefficient de Manning-Strickler (que l’on verra au chap. 5) et 9 l’angle d’inclinaison du 
canal. 

Initialement quand on s’interesse a decrire un ecoulement d’eau dans une riviere, on part avec 
quatre parametres, dont un est sans dimension: u [m/s], h [m], g [m/s 2 ], et 9 [-]. Pour simplifier on 
met g et 9 ensemble (car on sait que e’est le produit pg sin 9 qui intervient dans le mouvement), ce qui 
fait qu’en pratique on ne dispose que n = 3 variables physiques. II y a r = 2 unites fondamentales : 
m et s. On peut former n — r = 1 groupe sans dimension. On trouve immediatement qu’il s’agit du 
nombre de Froude Fr = u/ y/ghsh\9 . La relation serait done 

Fr = est => u oc \J gh sin 9. 

On aboutit done a la loi de Chezy (avec ici un coefficient de Chezy C oc y/g) et non celle de Manning- 
Strickler. Quel(s) parametre(s) manquerai(en)t pour que Ton retombe sur la loi de Manning-Strickler? 
La masse volumique? La rugosite du lit? 

II semble naturel de considerer que la rugosite du lit est un parametre cle du probleme car plus 
le lit est lisse, plus l’ecoulement va vite. Introduisons done k s [m] Techelle de rugosite. En refaisant 
l’analyse dimensionnelle du probleme, on a maintenant n = 4 et toujours r = 2 unites. On peut done 
former 2 nombres sans dimension, par exemple: LL = Fr = u/y/ gh sin 9 et II 2 = k s /h. II existe une 
relation entre ces deux nombres de la forme : 


III = /(n 2 ) =>• u = f{k s /h)y/ghsm9. 
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2. Similitude 


Dans la plupart des cas, la hauteur d’eau est grande par rapport a la taillc des rugosites du lit, done 
k s /h — > 0 et on s’attend a ce que la fonction f{k s /h) tende vers une constante (un peu comme pour 
l’exeniple d’application n° 1, ou le coefficient de trainee tend vers une constante quand Re — > oo). Ce 
type de comportement asymptotique est tres classique et s’appelle une similitude complete (Barenblatt, 
1996). Malheureusement ici on voit que ce comportement nous ramene a la loi de Chezy : u oc \J gh sin 6. 
Une autre possibility est que la fonction / se comporte comme une loi puissance 

/(C) = <\ 


avec ( = k s /h , a un nombre sans dimension, et n un exposant. Ce comportement est une similitude 
incomplete 11 car / varie de fagon quelque peu arbitraire sans quo l’analyse dimensionnelle ne permette 
de preciser a priori la valeur de n. Avec cette hypothese, on aboutit a 

IR = all” => u = ak™h 1 / 2 ~ n y/ g sin0. 


Dans ce cas-la, on note qu’en prenant n = —1/6, on retombe sur l’equation de Manning- Strickler (2.3). 
II s’ensuit que le coefficient de Strickler K est relie a la rugosite par 

I< = a^k- 1 ' 6 . 


L ’hypothese de similitude incomplete est coherente avec les donnees experimentales (notamment 
K oc k s 1 ^ 6 ) et une analyse phenomenologique de la dissipation turbulente dans un canal rugueux 
(Gioia & Bombardelli, 2002). 


2.5 Analyse dimensionnelle et equations du mouvement 

L’analyse dimensionnelle offre des techniques efficaces pour obtenir une idee generale de la solution 
d’un probleme meme dans des cas complexes. L’idee est de chercher les termes predominants dans les 
equations du mouvement ; en negligeant les autres termes et en ecrivant des ordres de grandeur pour 
estimer les termes differentiels, on peut generalement aboutir a des estimations du comportement de 
la solution. 

Prenons un exemple concret : vous devez optimiser la carrosserie d’un vehicule en travaillant sa 
forme pour diminuer sa resistance a l’air, done sa consommation. Pour cela vous souhaitez etudier 
la resultante des forces de frottement exercees par Pair sur la carrosserie a l’aide des equations de 
Navier-Stokes. Pour simplifier le probleme, vous devez introduire les ordres de grandeur des variables 
du probleme (vitesse, longueur de la voiture, etc.). Ces ordres de grandeur s’appellent des echelles ou 
facteurs d’echelle. Par exemple, pour un vehicule, l’ordre de grandeur de la longueur est L* ~ 4 m 



Figure 2.10 : echelles de longueur et de vitesse pour le mouvement d’une voiture. 

tandis que celui de la vitesse est U* ~ 100 km/h, soit encore U* ~ 30 m/s. On emploie ici l’indice * 
pour designer une echelle de grandeur. Le symbole ~ veut dire « a peu pres egal a ». II n’est en effet 
pas tres different de considerer que la voiture mesure 4 ou 5 m en longueur ; ce qui est important, e’est 
que l’ordre de grandeur est de quelques metres. 


11. Attention, cette notion de similitude incomplete a un sens different en ingenierie (quand on ne peut pas verifier 
tous les criteres de similitude). 
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Une fois les echelles introduites pour chaque type de variable, on va pouvoir introduire des variables 
sans dimension. Par exemple, on ecrit 

^x^ = L» x , 

variable dimensionnelle facteur d’echelle variable sans dimension 

ou le caractere majuscule X designe une variable sans dimension d’espace (X n’a pas de dimension 
physique) et si l’ordre de grandeur a ete correctement fixe pour L*, alors on a X qui doit etre compris 
entre 0 et 1 ou bien proche de 1. On ecrit que X = 0(1), ce qui veut dire que X est de l’ordre de 1. 
Grace a ce changement de variable, l’unite physique et l’ordre de grandeur sont portes par l’echelle L* 
tandis que X ne represente que la variation relative de x. Si Ton fait cela avec les autres variables, on 
peut alors comparer membre a membre les terrnes des equations meme si ceux-ci sont relatifs a des 
processus physiques differents. 

4k Exemple. — Pour illustrer la procedure, prenons l’exemple d’une masse m frottant sur un sol 
horizontal (frottement visqueux) et reliee a un ressort de raideur k. L’equation du mouvement est 
done : 

mx = —kx — 2 fmx, (2-4) 

avec x la position de la masse. On a adjoint une condition initiale de la forme a;(0) = £ et ±(0) = 0. 
Cette equation se resout a la main. Pour f > co, on a : 


x[t) = e ^cosh \] f 2 — co 2 t ) + / 


sinh (jl\/f 2 - 0 J 2 tj 


avec u> = \Jk/m. Pour / < co, on obtient 


( / 1 \ sin ( \ J f 2 — uj 2 t) \ 

X(t) = e-f'i + / — yjr=yi— J • 

Etudions l’equation (2.4) en l’adimensionnalisant et en faisant connne si nous ne connaissions pas 
la solution au probleme pose. II est naturel de prendre L* = t comme echellc d’espace. La periode 
d’un ressort libre est \J m/k = 1/co, ce qui nous incite a poser T* = 1/co. On continue en introduisant 
les variables sans dimension X et T suivantes : 

x = IX et t = T /oo, 

L’equation (2.4) sous une forme adimensionnelle est 

m£ d 2 X ,* vnr t dX 
= -klX - 2/m- 


soit encore 


(1 /oo) 2 d T 2 
d 2 X 


' 1 / co dr’ 


= _ 2/dX 

dT 2 u d T' 


On voit done que Ton fait apparaitre un nombre sans dimension 

„ 2 / 

n = — , 

CO 

qui permet de simplifier le probleme pour les cas limites II <C 1 et II 1. Le cas II 1 correspondant a 
un amortissement visqueux tres fort ; on peut negliger la tension du ressort. L’equation du mouvement 
est alors: 

x = -nx, 

avec X(0) = 0 et X(0) = 1. La solution est X(T) = 1 : la masse ne bouge pas tellement l’amortissement 
est grand. Le cas II -C 1 correspondant a un amortissement visqueux tres faible ; on peut negliger la 
force de frottement visqueuse. L’equation du mouvement est alors : 


X = -X, 
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avec X(0) = 0 et X (0) = 1. La solution est X ( T ) = cos T : il s’agit d’une oscillation sans amortissement. 
Dans le cas general ou II = 0(1), on ne peut negliger aucune des composantes et il taut resoudre 
l’equation du mouvement complete : 

x = -x - nx, 

avec X(0) =0 et .X'(O) = 1. Cette equation peut se resoudre simplement a la main ou numeriquement. 
On reporte sur la figure 2.11 la solution au probleme pour II = ^, II = 2, et II = 10, ainsi que les 
solutions asymptotiques correspondant all— » 0 et II — ^oo. 



Figure 2.11 : oscillation d’un ressort a morti. 

Comme on le voit la mise sous forme adimensionnelle d’un probleme (ici a trois parametres m , k , 
/) peut se simplifier grandement car : 

- on peut explorer la forme de la solution a l’aide d’un scul parametre adimensionnel II (au lieu 
des trois parametres physiques m, k, f ) ; 

- on peut obtenir des solutions analytiques ou numeriques plus facilement en omettant les termes 
negligeables dans les equations ; 

- on peut comparer facilement les solutions sous forme graphique puisque toutes les solutions X(T ) 
sont a la meme echellc. 


2.6 Similitude en ingenierie 
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2.6 Similitude en ingenierie 

2.6.1 Generalities 

En ingenierie on utilise souvent des modeles reduits presentant la meme forme que le modele en 
grandeur reelle (similitude geometrique) et on recherche des materiaux et des conditions d’ecoulement 
en laboratoire pour creer des ecoulement en similitude (dynamique). La figure 2.12 montre l’exemple 
d’une etude menee par le bureau de consultants Sogreah pour etablir l’impact des ouvrages et des 
travaux de correction dans la gestion des sediments de la baie du mont Saint-Michel en France. 



Figure 2.12 : etude sedimentologique du bassin du mont Saint-Michel (France) a l’aide d’un modele reduit. 
Source: Sogreah (Grenoble). 


La similitude du modele reduit avec le phenomene a etudier est assuree quand tous les parametres 
de similitude (c’est-a-dire les nombres sans dimension introduits lors de V analyse dimensionnelle , par 
exemple en utilisant le theoreme II) sont identiques aux deux echelles. 

II n’est pas toujours possible de respecter strictement les criteres de similitude. Cela n’a pas les 
memes consequences selon le probleme en question : 

par exemple en aerodynamique, la similitude se fonde sur le nombre de Reynolds. On observe 
que le coefficient de trainee C'd(Re) tend vers une constante quand Re 1 (voir figure 2.7). La 
valeur exacte de Re n’est done pas tres importante ; 

- dans d’autre cas, cela a des repercussions. En sedimentologie, la force de trainee est en Re^ 1 , 
done la vitesse peut etre tres sensible au nombre de Reynolds ! 

Dans certains cas, il est possible de contourner la difficulte en modifiant le rapport de similitude 
geometrique. On parle de distorsion geometrique par exemple quand, pour modeliser une riviere, on 
emploie une echelle de largeur differente de l’echelle de longueur. On parle de similitude incomplete 
quand seuls quelques-uns des criteres sont satisfaits. C’est souvent le cas en transport solide ou il est 
difficile de satisfaire la similitude dynamique (nombre de Froude) de la phase liquide et celle de la 
phase solide. 

Enfin il faut prendre garde au fait que la diminution d’echelle peut donner lieu a de nouveaux 
phenomenes comme la capillarite : par exemple dans le cas de la simulation d’une riviere, si Ton 
diminue trop l’echelle d’observation au laboratoire, il y a de fortes chances qu’un ecoulement d’eau 
soit influence par les tensions de surface a la surface libre, qui modifient la forme des vagues, des 
ressauts, les vitesses d’ecoulement, etc. (Malverti et al., 2008; Heller, 2011). 


2.6.2 Similitude en hydraulique 

En hydraulique a surface libre, les modeles reduits sont construits sur la base d’une similitude 
dynamique fondee sur le nombre de Froude. Pour que des ecoulements a des echelles differentes soient 
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dynamiquement similaires, il faut que les nombres de Froude soient egaux 



ou les indices 1 et 2 designent les echelles. Quand cela est possible, il est egalement souhaitable que 
les nombres de Reynolds soient egalement egaux 



Une fois connu le rapport de reduction, c’est-a-dire le rapport (h 2 /hi) entre le modele reduit et la 
realite, on peut en principe determiner les relations existant entre parametres du probleme. Cela n’est 
pas sans poser des problemes pratiques. 

Par exemple, considerons que pour modeliser un ecoulement d’eau dans un canal, on realise des 
essais sur un canal a echelle reduite (facteur 1/10) ; on souhaite employer de l’eau comme fluide pour 
le modele reduit, comme c’est le cas dans la realite (done iq = v 2 ). L’egalite des nombres de Reynolds 
entraine 

u 2 _ hi 
u\ h 2 ’ 

tandis que l’egalite des nombres de Froude necessite de prendre 



On voit immediatement qu’il n’est possible de verifier simultanement les deux egalites ci-dessus... Il 
conviendrait done de prendre un fluide avec une viscosite differente pour lc modele reduit. On tire 
alors de l’egalite des nombres de Froude et de Reynolds la relation entre les viscosites 



Done avec un rapport de reduction h\/h 2 = 1/10, on devrait prendre une viscosite cinematique 1000 
fois inferieure a celle de l’eau, soit 10 -6 m 2 /s... ce qui est tres difficile a faire ! En pratique, on s’en 
tire en ne se fondant que sur une similitude dynamique basee sur le nombre de Froude et on tolere 
le non-respect du nombre de Reynolds ; en effet, pour certains problemes de turbulence, les processus 
(le coefficient de trainee par exemple) tendent vers une limite aux tres grands nombres de Reynolds, 
ce qui fait que le non-respect du nombre de Reynolds n’entraine pas d’erreur significative. Il convient 
toutefois d’etre toujours prudent avec ce type d’argument. 


2.6.3 Courbe maitresse 

En ingenierie, quand on fait des essais en laboratoire ou bien des simulations, il est frequent de 
tracer la variation d’un parametre du probleme en fonction d’un autre ou de plusieurs autres. On 
obtient alors des reseaux de courbes qu’il est plus ou moins difficile d’interpreter ou de synthetiser. 
Lorsque les courbes experimentales presentent la meme allure, il est possible de jouer sur cette « simi- 
litude d’apparence » pour synthetiser l’information sous la forme d’une courbe maitresse. Cela a pour 
avantage de faciliter la manipulation des resultats experimentaux et, eventuellement, d’ouvrir la voie 
a une analyse physique des phenomenes observes. 

£ Exemple. — Par exemple, supposons que Ton mesure dans un canal incline a une pente tan 6 
la vitesse moyenne d’ecoulement u en fonction de sa hauteur en regime permanent uniforme. On 
obtient alors des courbes comme celles montrees sur la figure 2.13(a). On note que toutes ces courbes 
ont sensiblement la meme allure quelle que soit la pente du canal. On se demande alors comment 
transformer les variables pour que les courbes se superposent sur une courbe maitresse. L’idee est : 

de rechercher des correlations de la forme u = K sin" 9h p (avec n et p des exposants a determiner 
et K un facteur de proportionnalite) . Cela se fait assez simplement avec des programmes comme 
Mathematica ou Matlab ; 


2.6 Similitude en ingenierie 
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- si Ton reporte sur un graphique K = it sin n Oh p , tous les points experimentaux doivent (si la 
correlation est bonne) tomber sur une meme courbe ; 

- en general, pour ce type de problemes experimentaux, ce qu’on cherche a determiner si une loi 
de frottement de la forme Tf, = f(u, h ), ou q, est la contrainte au fond du canal. On sait que la 
contrainte au fond est definie par Tf, = pgh sin 0 ; on deduit done la relation entre Tf, et le couple 
(u, h) en notant que d’apres la correlation etablie ci-dessus: sin0 = [u/ K /h P Y^ n , done 

r b = pgh sin 0 = pgh}- p l n u xln K~ 4 l n . 

Done si l’on trace J = h 1 ~ p / n u 1 / n en fonction de Tf,, on doit observer que tous les points de 
mesure tombent sur une courbe maitresse. 

Dans l’exemple de la figure 2.13, on trouve que p = 1,427 et n = 5,789 ; on pose done (pour simplifier) 
n = 6 et p = 3/2. Comme le montre la figure 2.13(b) ou l’on a trace J = h 1 ~ p ^ n u 1 ^ n = h 3 ^ 4 u 1 ^ 6 , les 
points experimentaux sont bien sur une meme courbe. 
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Figure 2.13 : (a) vitesse d’un ecoulement granulaire en fonction de la hauteur dans un canal incline de 6. (b) 
courbe maitresse J = J(r p ). Donnees tirees de mesures en canal granulaire (Pouliquen, 1999). 
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Statique des fluides 


3.1 Origine physique de la pression dans les fluides 

A l’echelle moleculaire, on a vu qu’un fluide au repos est compose de molecules qui, si leur vitesse 
moyenne u est nulle, sont quand meme animees d’une vitesse aleatoire v resultant des interactions 
entre elles (collisions, repulsions de Van der Waals, etc.). Pour comprendre la notion de pression au 
sein d’un fluide au repos, il faut examiner de plus pres le comportement des molecules qui composent 
ce fluide (voir 3.1). 


fluide 


molecules 



echelle continue echelle moleculaire 

(macroscopique) (microscopique) 

Figure 3.1 : la pression contre une paroi reHete a 1 ’echelle macroscopique la multitude de chocs entre molecules 
et paroi a V echelle microscopique. 


La vitesse des particules est fluctuante au gre des interactions et elle est d’autant plus grande que 
la temperature est grande. En fait, du point de vue thermodynamique, la temperature n’est qu’une 
mesure de cette agitation moleculaire. Lorsqu’on place une paroi solide (voir figure 3.2), les molecules 
vont entrer en collision avec cette paroi et done, si on moyenne au cours du temps ces differentes 
impulsions, il en resulte une force moyenne dite force de pression. 



n 


S' 


v 


Figure 3.2 : pression contre une paroi. 
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Ainsi, on montre que pour un gaz dilue la pression est definie comme : 

1 2 
p = —nmv , 
o 

avec n le nombre de molecules par unite de volume, v la vitesse d’agitation thermique, et m la masse 
d’une molecule. La force exercee sur la paroi est done 


F =pSn 1 


(3.1) 


avec n la normale a la surface orientee vers l’exterieur du volume fluide (voir figure 3.2) et S la surface 
de la paroi. Le principe d’action et de reaction impose que la force exercee par la surface sur le fluide 
est (attention au signe selon la convention employee) : 


F = —pSn. 


(3.2) 


L’unite de pression est le pascal [Pa]. Attention: par la suite, on introduira des « facettes » e’est-a- 
dire des surfaces infinitesimales reelles ou virtuelles. Pour ces facettes, la normale sera, par convention 
en mecanique, orientee de l’interieur (de la facette) vers l’exterieur (en direction du fluide), done le 
contraire de ce qui est indique ici a la figure 3.2. II s’agit juste d’une convention ; l’important est de se 
souvenir que Taction de la pression est de pousser (comprimer), pas de tracter. 
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Figure 3.3 : pression au sein d’un fluide. 


On peut generaliser cette notion en remplagant la paroi solide par une surface virtuelle (voir figure 
3.3). La pression est alors le flux de quantite de mouvement fluctuante transportee par les molecules 
franchissant la surface S. Lorsqu’un fluide est au repos sous Faction de la gravite, les molecules situees 
a une tranche d’altitude z doivent supporter le poids de la colonne au-dessus pour maintenir l’equilibre. 
La pression est done d’autant plus forte qu’on a beaucoup de fluide au-dessus de soi. Une propriete 
remarquable de la pression est qu’elle est necessairement isotrope , e’est-a-dire quelle que soit la facette 
consideree d’un volume de controle infinitesimal, la pression est la meme. En effet, compte tenu de 
l’origine de la pression a l’echelle moleculaire, l’isotropie des fluctuations de vitesses entraine l’isotropie 
de la force resultante de pression. 


3.2 Loi de l’hydrostatique 

3.2.1 Loi de Pascal 

Considerons maintenant l’equilibre mecanique d’une tranche de fluide de surface S et d’epaisseur 
dz, situee entre les altitudes z et z + dz (voir figure 3.4). 

II y a equilibre si la somme des forces projetees sur l’axe z est nulle. La difference de pression doit 
done contrebalancer exactement Faction de la pesanteur (la somme des forces appliquees au volume 
de controle doit etre nulle) : 


(— p{z + dz) + p(z))S — pgSdz = 0, 


3.2 Loi de l'hydrostatique 
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Figure 3.4 : equilibie d’une colonne de Hu ide. 


soit encore dp = — ggdz ou bien : 


dp 

dz 


= -eg- 


(3.3) 


C’est la loi de Pascal 1 ou loi de statique des fluides. Cette loi se generalise a des reperes quelconques : 


-Vp+ gg = 0. 


(3.4) 


Dans un fluide au repos, le gradient de pression contrebalance 1’effet de la pesanteur. 


Lorsque la masse volumique du fluide est constante, on peut integrer tres simplement l’equation 
de Pascal. Ainsi la difference de pression A p entre deux points distants verticalement d’une distance 
h est 

A p = ggh. 

Cette relation n’est evidemment pas valable si le fluide est compressible. La pression dans un fluide 
homogene ne depend done que de la difference de hauteur et de la masse volumique ; ellc est notamment 
independante de la taille ou de la forme du recipient recueillant le fluide. Cela a des consequences 
import antes : 


- pour une altitude donnee la pression est la meme ; 

- la surface libre d’un fluide est plane (sauf si la tension de surface joue un role). 


4k Exemple. — Une application directe de ce resultat est la pression dans l’atmosphere supposee 
a temperature T constante (champ isotherme). L’equilibre des pressions doit verifier d’apres la loi de 
gaz parfaits: p = gR'T (ou R' = R/M avec R = 8,31 J-K _1 -mol _1 ) la constante des gaz parfaits et 
M = 0,02896 kg-mol _1 la masse molaire de Pair), done en couplant avec la loi de Pascal, on tire : 


dp p 

dz = “ RT 9l 


dont l’integration donne 


gz 

mp = — — 1- constante. 

RT 


En appelant P a la pression atmospherique au niveau de la mer, on obtient finalement : 

p = p - exp (“l?)- 

Cette equation s’appelle equation du nivellement barometrique. □ 


1. Blaise Pascal (1623-1662) a ete un scientifique majeur et universel du xvn e siecle. En mecanique des fluides, il reprit 
les travaux de Torricelli et realisa un certain nombre d’experiences d’hydrostatique et de pompage, qui lui permirent 
d’etablir sa loi. En mathematiques, il travailla sur les probabilites. On lui doit un certain nombre d’inventions comme 
la calculatrice mecanique, la seringue, et la presse hydraulique. Il s’est egalement interesse a difFerents aspects de la 
litterature, de la methodologie scientifique, et de la theologie. 
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Figure 3.5 : 


la pression au sein d’un fluide est independante de la forme du recipient. 


3.2.2 Principe d’Archimede 


Le principe d’Archimede 2 s’enonce ainsi. Tout corps immerge dans un fluide au repos est soumis 
de la part du fluide a une poussee verticale, opposee a la force de gravite, egale au poids du volume 
de fluide deplace et appliquee au centre de masse de ce fluide (centre appele centre de carene pour les 
bateaux; voir figure 3.6). 

Ce principe se deduit assez aisement de l’equation de Pascal. Considerons le volume V occupe par 
le corps immerge et integrons l’equation de Pascal 


- / VpdV + / ggdV = 0, 

Jv Jv 

d’ou Ton deduit par utilisation du theoreme de Green- Ostrogradski 


— J pndS 

resultante des forces de pression 



= 0 . 


poids propre 


centre de gravity 



centre de carene 


forces de pression 


Figure 3.6 : la resultante des forces de pression s’appelle force d’Archimede. 


3.2.3 Calcul des forces de pression en pratique 

La force de pression exercee sur une paroi de surface S est : 

F = J (~pn)dS (3.5) 

avec n normale a la surface elementaire dS 1 , orientee de l’interieur vers l’exterieur (ici l’interieur signifie 
l’interieur de la paroi; l’exterieur indique le fluide). Le calcul de la force se fait en plusieurs etapes: 

1. calculer la pression ; 

2. Archimede de Syracuse (287-212 avant Jesus-Christ) est l’archetype du grand savant de l’Antiquite, a la fois 
physicien, mathematicien, et ingenieur. II vecut en Sicile a l’epoque ou Rome commengait a prendre une place croissante 
en Mediterranee. On lui doit de nombreuses avancees en geometrie, en mecanique (principe d’Archimede, bras de levier), 
et en ingenierie (vis sans fin). 



3.3 Mesure de la pression 
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2. identifier les surfaces ou la pression p est constante (en general, surface a altitude constante) ; 

3. determiner la surface infinitesimale d S compte tenu de la geometrie de la surface S (voir com- 
plement de cours) ; 

4. calculer les composantes de n (on verifie s’il n’y a pas un axe privilegie de projection de la 
resultante des forces) ; 

5. on integre F = f s (—pn)dS. 

II y a des astuces de calcul (utilisation du theoreme d’Archimede), mais il vaut mieux maitriser la 
demarche du calcul integral. 

X Exemple. — Considerons un barrage rempli d’eau, avec une hauteur h et une largeur £ (voir 
figure 3.7). On veut calculer la force totale de pression F (par unite de largeur) qui s’exerce sur le mur 
du barrage. 



Figure 3.7 : barrage de hauteur h retenant un volume d’eau. 


L’equation de Pascal s’integre facilement p'(z) = —pg =>■ p(z) = p a + pg(h — z). La distribution est 
lineaire avec la profondeur : on parle de distribution hydrostatique. Pour simplifier on pose p a = 0. La 
surface infinitesimale est dS 1 = £dz. La normale a cette surface est n = (1,0) (voir figure 3.8). La force 
de pression est done : 

f f h h 2 

F = {—pn)dS = — in / pg(h — z)dz = —pgt—n. 

Js J o' 2 

Le moment de force en O est 

f [ h h 3 

M= (— pr x n)dS = —£e y / pgz(h — z)dz = — pg£—e y 

Js Jo 0 

avec r = ze z En resume, on trouve que la distribution de pression est lineaire (distribution hydrosta- 
tique). Comme M = Fh/ 3, le point d’application de la force est situe au tiers de la hauteur du barrage 
(depuis O). 


3.3 Mesure de la pression 

II existe plusieurs appareils pour mesurer la pression. 

Barometre : il s’agit d’un tube contenant un fluide lourd (en general du mercure) dont le niveau 
varie en fonction de la pression atmospherique (voir fig. 3.9). Le premier barometre a mercure 
date de 1644 (e’est une invention de Torricelli 3 ). Le barometre ne sert qu’a mesurer une pression 
atmospherique. 

3. Evangelista Torricelli (1608-1647) etait un physicien et mathematicien italien, contemporain de Galilee. Il est 
principalement connu pour 1’ invention du barometre et la for mule qui porte aujourd’hui son nom. Il a egalement travaille 
sur des problemes de geometrie et d’optique. 


56 


3. Statique des fluides 



Figure 3.8 : surface inGnitesimale pour le calcul de la resultante des forces de pression. 


Manometre a liquide : c’est un appareil qui mesure la pression statique au sein d’un fluide (done le 
barometre est une variete de manometre) . On distingue le tube piezometrique au fonctionnement 
similaire au barometre, les tubes en U droits ou inclines, etc. 

- Manometre mecanique ou electronique : une structure elastique se deforme lineairement avec 
la pression. Done si Ton est capable de mesurer la deformation, on dispose d’un moyen de 
mesurer la pression. Les tube de Bourdon sont des exemples historiques (1848) de manometre 
mecanique : un tube fin elastique est enroule sur lui-meme et contenu dans une boite rigide 
hermetique. L’interieur du tube est relie a l’exterieur (pression du fluide ambiant) ; sous l’effet 
de la pression exterieure, le tube va se recroqueviller ou bien se raidir. La faible deformation qui 
en resulte met en mouvement une aiguille qui permet d’indiquer la deformation. II existe de nos 
jours des appareils electroniques qui estime la pression en mesurant le courant electrique qui est 
genere par une substance cristalline deformee sous l’effet de la pression du fluide ambiant (jauge 
piezoelectrique) . Un manometre necessite un etalonnage. 


h 








Patm 


mercure 


Figure 3.9 : principe d’un barometre. Un tube trempe dans un bain de mercure de masse volumique g m = 
13546 kg/m 3 . Si la pression atmospherique au gmente, le mercure remonte dans le tube (ce dernier ne contient 
que du mercure liquide et un gaz constitue de vapeur de mercure dont la pression est negligeable) . La pression 
atmospherique est obtenue en mesurant la hauteur de la colonne de mercure : P a tm = Qmgh. La pression 
atmospherique standard (au niveau de la mer) est 1 atm, soit tres precisement 1,0133 x 10 s Pa ou bien 1,0133 
bar, soit 762 mm de mercure (760 mm a 0°C). 
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4.1 Theoremes de transport 

On va chercher a exprimer les principes de conservation (masse, quantite de mouvement, energie) 
pour des systemes fluides. On va voir qu’il existe une multitude de representations possibles du meme 
principe : 

- formulation sur un volume de controle (formulation dite globale ou integrate ) ou bien pour un 
volume infinitesimal (equation dite locale ) ; 

- formulation sur des volumes de controle ouverts ou fermes. 

Cette multitude est au debut perdue par l’etudiant comme une complexite supplementaire de la meca- 
nique des fluides, mais a l’usage, elle s’avere fort pratique car cela permet une meilleure comprehension 
physique et une resolution plus simple des problemes. 


4.1.1 Vue generale 

Les lois de la mecanique s’ecrivent differemment selon le type de description choisie, mais dies 
expriment les memes principes. Ces principes sont au nombre de trois : 

- la masse se conserve ; 

- la variation de quantite de mouvement (masse x vitesse) est egale a la somme des forces appli- 
quees 1 ; 

- l’energie totale se conserve : c’est le premier principe de la thermodynamique. 

En mecanique des fluides, on se serf le plus souvent d’une description eulerienne du mouvement, 
c’est-a-dire qu’on ne suit pas les particules dans leur mouvement individuel, mais on se examine le 
mouvement du fluide a un endroit donne. Le mecanicien des fluides est comme un passant accoude 
au garde-fou d’un pont et regardant les mouvements du fluide en contrebas. La description eulerienne 
introduit deux notions-cles, souvent difficiles a apprehender : 

- la notion de systeme ouvert et de volume de controle ; 

- la notion de derivee materielle ou particulaire. 

Les systemes ouverts sont des ensembles de points contenus dans une enveloppe (la surface de 
controle S ) a travers laquelle ils peuvent echanger avec l’exterieur (le fluide environnant ou bien une 
paroi) de l’energie, de la matiere, etc. Cette surface de controle peut etre fixee (c’est-a-dire elle ne varie 

1. II existe des formulations alternatives qui expriment la conservation de l’energie cinetique. Rappelons que la varia- 
tion d ’energie cinetique (masse x carre de la vitesse) est egale a la difference entre la puissance fournie et la puissance 
dissipee. Rappelons que l’on peut travailler aussi bien en termes de puissance (force x vitesse) ou de travail (force x 
deplacement), ce sont les memes concepts ; la seule difference est que la puissance represente la variation du travail par 
unite de temps. Dans la majorite des cas, cette equation de conservation de l’energie cinetique est equivalente a l’equation 
de la quantite de mouvement et, dans la resolution des problemes, il faut choisir l’une ou l’autre des formulations. Dans 
certains cas, il n’y a pas une equivalence directe ; on en verra un exemple avec le ressaut hydraulique. Enfin il y a des 
quantites deduites de l’energie cinetique (l’energie cinetique fluctuante par exemple en turbulence), qui sont gouvernees 
par des equations specifiques. 
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pas au cours du temps) ou bien bouger a une vitesse differente ou egale a celle du fluide ; sa forme 
peut egalement etre constante (c’est-a-dire indeformable) ou bien varier. 

X Exemple. — Pour reprendre l’exemple precedent, on peut se placer a un noeud autoroutier, 
creer une surface de controle Active, et compter les vehicules qui entrent dans le systeme, ceux qui en 
sortent, et ceux qui s’arretent sur le bas-cote ou une aire d’autoroute. devaluation du trafic se fait en 
faisant un decompte de ces differentes categories au cours du temps. □ 

X Exemple. — Une fusee est un systeme ouvert puisqu’elle emet des gaz afin de se propulser dans 
l’espace. □ 

Par opposition, un systeme ferme est un systeme materiel qui n’echange pas avec l’exterieur. II est 
en general astreint a suivre fidelement le mouvement du fluide. 

£ Exemple. — Par exemple, reprenons le cas de l’autoroute, un vehicule est en quelque sorte un 
systeme ferine meme sal est en mouvement puisque rien n’entre ou ne sort. □ 

X Exemple. — II serait possible de considerer un turboreacteur d’un avion comme un systeme 
ferme si la definition du systeme englobait les gaz rejetes par le reacteur, mais cela ne serait pas tres 
utile puisque ce qui nous interesse c’est l’avion et non le centre de masse du systeme avion + gaz. Le 
plus souvent, pour modeliser ce qui se passe dans un reacteur, on considere un volume de controle 
ouvert et fixe aux parois interieures du reacteur. □ 


dV 



Figure 4.1 : volume de controle dans une tuyere d’un reacteur. 


Afin de faciliter la comprehension des equations de transport, on va tout d’abord examiner ce qui 
se passe pour un milieu ideal, qui serait unidimensionncl 2 au § 4.1.2. Pour ce cas ideal, on va tout 
d’abord faire un rappel de calcul integral pour comprendre comment les equations sont obtenues. On 
va voir trois equations de transport : conservation de la masse, de la quantite de mouvement, et de 
l’energie. Au § 4.1.3, on va s’interesser a des problemes quelconques en dimension 2 ou 3 ; tout ce qui 
a ete dit pour la dimension 1 sera extrapole pour la dimension 2 ou 3. 


4.1.2 Theoreme de transport en dimension 1 

Bases mathematiques 

Rappelons quelques formules classiques d’analyse : 
derivee d’une primitive (definition d’une primitive) : 

2. Cette idealisation peut servir a etudier des problemes reels, par exemple des pipelines, lorsque la longueur est bien 
superieure a la largeur d’ecoulement. 
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derivee d’une primitive avec borne variable : 

d /■“(*) 


dt 


/(£) d £ = f(a(t))a(t). 


derivee d’une fonction composee : 


A/V(x,t)dx = /‘ 


df(x, t) 
dt 


dx. 


formule de Leibniz : 


i Mt) Mt) 

— / /( x, t) dx = / 

Ja{t) Ja(t) 


fc< ' d df(x, t) db . ..da 

M 7 d x + f(b(t))--f(a(t))—. 


dt 


dt 


dt 


Demonstration. Ce resultat se demontre simplement en introduisant F = J f(x, t)dx la primitive de 
/ par integration par rapport a x. On a ainsi : f(x, t)dx = F(b(t),t) — F(a(t),t)- En differential par 

rapport a t et en se servant de la relation des derivees composees ((/ o g )' = g' x /' o g), on deduit la relation 
de Leibniz 3 . Notons que l’on peut transformer cette equation de telle sorte que tout le membre de droite soit 
place sous le meme signe integral. Pour cela il suffit de remarquer que 

r b(t) 






avec u la vitesse. 


A B 

x = a{t), ua=cl = da/dt x = b(t), UB = b = db/dt 

Figure 4.2 : ecoulement unidirectionnel et « volume de controle » occupe par le segment AB. 


Conservation de la masse 


Considerons un volume de controle ferme V entre les points A et B, dont la position peut varier 
en fonction du temps: xa = a{t) et xp = b(t). La masse M de ce « volume » est constante, done 
si q designe la masse par unite de volume (ici une masse lineaire puisqu’on est en dimension 1), le 

principe de conservation de la masse impose 



or par definition on a 


M = / g(x,t)dx 

Jv 


ce qui donne d’apres la formule de Leibniz 



g(x, t)dx 


d M 
dt 


r b(t) 


!a(t) 


d_ 

dt 


g(x, t)dx gpb — qao, = 0. 


On a introduit qa et ua = d la masse volumique et la vitesse au point A (on fait de meme avec le 
point B). En se servant de l’identite J df /dx dx = f(b) — b(a), on peut transformer cette egalite en 


d M 
dt 



d , d 


dx = 0, 


3. Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) etait un philosophe, scientifique, mathematicien, diplomate, et juriste 
allemand. II a jete les bases du calcul integral et different iel. II a egalement eu un role important en mecanique en 
enongant le principe de l’action et de la reaction et celui des forces vives (energie cinetique). 
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ce qui permet de tout passer sous le signe integral. L’integrale est nulle si l’integrand est nul, soit 

l e + ± {e u) = 0. (4.1) 

Cette equation est appelee forme locale de la conservation de la masse ou equation de continuity. Un 
cas particular important est le cas du fluide incompressible pour lequel on a g = cste : soit 


d . . du 

— (eu) = 0 => — = °. 


Theoreme de Reynolds 


De cette equation, on peut egalement montrer un theoreme dit de Reynolds, qui permet d’intervertir 
les operateurs integration et derivation temporelle lorsque l’integrand s’ecrit sous la forme gf , avec / 
une fonction quelconque. Considerons en effet une quantite macroscopique (c’est-a-dire definie sur le 
volume de controle) 

gf(x,t)dx = gf(x,t)dx, 

J a 

avec a et & des bornes pouvant prendre des valeurs quelconques, et differentions la par rapport a t 



d I_ 

d t 


i 


J g(x,t)f(x,t)dx = 


dgf 

dt 


dx + g B f(b, t)u B ~ gAf{a , t)u A , 


rb / f dg ,df dgu df 

J— + e— + + g u 


dt 


dt 


dx 


dx 


dx. 


En regroupant les termes en g , puis en se servant de l’equation de continuite (4.1), on transforme cette 
derniere equation 


d I_ 
dt 


dgu df dgu df 

1 " Q-zrr + J 1 - Q u ~zr 

ox at ox ox 


rb / df df \ , 

g — — |- gu— dx, 


dt 


g-r, -dx, 
dt 


dx 


dx, 


avec d//dt = df /dt + udf /dx la derivee matericlle (puisque / est une fonction de x et t), ce qui 
permet d’aboutir a l’egalite suivante, appelee theoreme de Reynolds 


d_ 

dt 


g(x,t)f(x,t) dx = 


f b d 

J g(x,t)—f(x,t) dx. 


(4.2) 


On prendra garde ici que le terme d/d t dans le membre de gauche porte sur une fonction qui ne depend 
que du temps t - c’est done une derivee classique 4 - alors que dans le second membre, il porte sur une 
fonction a deux variables /(x, t), done il signifie une derivee materielle : df /dt = df /dt + udf /dx. 


Conservation de la quantite de mouvement ; equation d’Euler 

L ’application de ce theoreme de Reynolds nous permet d’etablir la conservation de la quantite de 
mouvement et de l’energie cinetique, dont une forme parmi les plus interessantes est le theoreme de 
Bernoulli. Par definition, la quantite de mouvement d’un volume de controle (unidimensionnel) est 

f b 

g(x, t)u{x, t)dx = / gudx, 



4. On a notamment df /dt = df /dt. 
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et le principe de Newton ou principe fondamental de la mecanique (ou bien encore prin- 
cipe de conservation de la quantite de mouvement) nous enseigne que la variation de 
quantite de mouvement resulte des forces appliquees au volume, soit 

^forces appliquees. 
d t 

Admettons ici que les seules forces appliquees au systeme soient la force de gravite (et supposons que 
le sens de la gravite soit dans le sens des x) et la force de pression sur le pourtour du domaine (ici en 
dimension 1, ce pourtour se resume aux points A et B), alors on a 


d Q 
d t 


ggV + p A - Pb , 


avec pa et ps la pression exercee sur le volume de controle par le fluide environnant (sur les points A 
et B), V = b — ale volume de V, et g la masse volumique moyenne (g = f v gdx/V). On a done d’apres 
le theoreme de Reynolds 


d Q 
d t 



I 

( 

\ 

r 

du 

du 

L 

3 

+ gu-^~ 

^_dx^ 


^acceleration 

locale acceleration convective^ 


ggV +pa - Pb- 


On peut transformer le mernbre de droite de telle sorte qu’il puisse etre interprets comme une integrate 


ggV + pa-Pb = 




dx, 


d’ou 



ce qui impose que localement, on doive avoir 


du 


du 


du 


dp 


n i = e di + = 69 ~ a* 


(4.3) 


Rappelons que cette formule n’est valable qu’en dimension 1 et en l’absence de frottement visqueux. 
Une telle equation de conservation de la quantite de mouvement couplee a l’equation de continuite 
est appelee equation d’Euler ou bien equation du mouvement pour les fluides parfaits (appeles encore 
fluides non visqueux). C’est la relation de la quantite de mouvement la plus simple que Ton puisse 
imaginer et malgre sa simplicite, elle permet de resoudre un grand nombre de cas concrets. 


Conservation de l’energie cinetique ; equation de Bernoulli 


Toujours par application du theoreme de Reynolds, on peut deduire le theoreme de conservation 
de l’energie cinetique et sa forme derivee dite theoreme/equation de Bernoulli Appelons k = gu 2 / 2 
l’energie cinetique locale et K l'energie cinetique macroscopique. D’apres le theoreme de Reynolds, on 
a 


K= ^-g(x,t)u 2 (x,t)dx = / k(x,t)dx. 
JV 2 J a 


Lc principe de conservation de l’energie cinetique s’enonce 


d K 
d t 


f b 1 d 2/ X1 

i 2 e dt“ 


puissance des forces applicjuees, 
ggVu G + paua - ubPb , 
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car la puissance des forces appliquees est egale au produit des forces et des vitesses au point dupli- 
cation. Ici, uq designe la vitesse au centre de gravite ( quo = f v gudx/V ou moyenne massique de la 
vitesse). Comme precedemment, on peut transformer le membre de droite en un terme integral 


ggVu G + Paua ~ ubPb 


ggu 


dpu\ 
dx ) 


dx. 


iv L 


dip dpu \ 

-u- o - da b 

ox Ox J 

0 Ou 


dx, 


ou ip designe le potentiel gravitaire, c’est-a-dire l’energie potentielle dont derive la force de gravite : 
gg = —dip/ Ox, avec ici ip = —ggx. On arrive a 


dK 

dt 


[ b 1 d 2 . , , 

/ —p—u (x.t)dx 

Ja 2 dt { J 


0 Ou 


dx, 


puis apres quelques manipulations algebriques et en utilisant l’equation de continuite (4.1), on montre 
que les deux formes suivantes sont equivalentes 


dK 

dt 


rb / Ou 2 / 2 

Q — 


Ou 2 / 2\ 

QU ^r 


dx, 


Ok duk \ 
~dt + ~0^) 


dx, 


ce qui aurait pu etre obtenu egalement en appliquant directement la formule de Leibniz. On en deduit 
la formule macroscopique de conservation de l’energie cinetique 



r) f)qj 

.„_ w+p) _ p _ 


dx, 


ainsi que la forme locale 


r) V- r) f)(> I 

^ + u-( k + iP + p) + (k + p)-= 0. 


(4.4) 


Cette formule peut considerablement se simplifier quand 

- l’ecoulement est incompressible g = cste =>■ du/dx = 0 d’apres l’equation de continuite (4.1) ; 

- l’ecoulement est permanent : les derivees temporelles disparaissent. On a ainsi dk/dt = 0. 

On aboutit alors a 

0 

— {k+ip + p) =0, 


soit 


k + ip + p = cste. 


(4.5) 


La somme de l’energie cinetique k : du potentiel gravitaire (ou energie potentielle) ip, et de la pression 
p doit rester constante. Cette relation est appelee equation de Bernoulli. Elle est remarquable car il 
s’agit d’une relation purement scalaire, sans operateur integral ou differentiel, ce qui la rend tres facile 
d’emploi. 
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4.1.3 Generalisation et theoreme de Reynolds 


La formule de Leibniz se generalise a des integrates multiples (c’est-a-dire integrates sur des vo- 
lumes au lieu d’integrales sur des intervalles). On obtient la relation suivante appelee « theoreme de 
transport » : 


d 

dt J 

f v fiv = J 


f fu ■ ndS, 

s 


(4.6) 


ou V est un volume de controle dit « materiel » contenant une certaine masse de fluide, S est la 
surface enveloppant ce volume, et n est la normale a la surface S ; la normale n est unitaire (|n| = 1) 
et orientee vers l’exterieur. Cette relation ecrite ici pour une fonction scalaire / s’etend sans probleme 
a des vecteurs f quelconques. 


La relation (4.6) est fondamentale car elle permet d’obtenir toutes les equations fondamentales de 
la mecanique. Elle peut s’interpreter de la fagon suivante : 


La variation temporelle d’une quantite / definie sur un volume de controle V est egale a la 
somme de : 

- la variation de / au cours du temps au sein du volume de controle (variation dite 
locate) ; 

- le flux de / a travers la surface S enveloppant le volume de controle (flux = ce qui 
entre - ce qui sort de V). 


Le theoreme de transport peut egalement s’ecrire sous la variante suivante (en se servant du theo- 
reme de Green-Ostrogradski) : 



Attention a la notion de volume de controle « materiel » : c’est un volume fluide, ses frontieres sont 
fluides et se deplacent comme le reste du fluide ; la vitesse it a la frontiere S coincident avec la vitesse 
locate du fluide. S’il en est autrement, on parte de volume (de controle) arbitraire et la vitesse it a la 
frontiere S ne correspond a pas celle du fluide (voir section suivante). 

Un corollaire important du theoreme de transport est le « theoreme de Reynolds » 5 * qui s’applique a 
des fonctions / massiques, c’est-a-dire que Ton peut ecrire sous la forme gf , avec g la masse volumique 
du fluide. 

z fv‘ fir - I r 4 fiv \ (4J) 

# Demonstration. La demonstration est relativement simple : 

T, l ‘ fiv - /. (¥ + ^ 7 ■ («/">) dv> - 1 (4 + - 4 + /v - («">) dv " 

Compte tenu de l’equation de continuite [voir eq. (4.11) ci-dessous] et en identifiant la forme d//dt = df/dt + 
u ■ V/, on tire le theoreme de Reynolds. □ 


4.1.4 Volume de controle fixe, materiel et arbitraire 


Si le volume de controle V est fixe, alors Par exemple si on prend un volume arbitraire V fixe au 
cours du temps alors u = 0 le long de S et 


d_ 

d t 




5. Osborne Reynolds (1842-1912) etait un mecanicien britannique, dont le nom est associe au nombre sans dimension 

qui sert a departager les ecoulements laminaires et turbulents. Experimentateur et theoricien, Reynolds a etudie les equa- 

tions de Navier-Stokes et a propose de nombreux developpements theoriques (theorie de la lubrification, decomposition 
des vitesses, et moyenne des equations de Navier-Stokes). 
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Si le volume de controle est materiel, c.-a-d. qu’il est compose de fluide et se deplace a la vitesse que 
le fluide alors 

5 iI r /iv =L% iv+ p unis - (4 - 8 > 

Si le volume de controle V a est arbitraire et si ses frontieres se deplacent a 1a. vitesse w , alors 

sX/ dy =X„f dv ' + l / “'" ds - (4 - 9> 

Le probleme est que les principes de conservation de la masse et de la quantite de mouvement sont 
valables pour des volumes materiels. Pour contourner cela on considere un volume materiel V m qui 
coincide avec le volume arbitraire au temps t. Les relations (4.8) et (4.9) sont done vraies a ce temps. 
Done en retranchant ces equations, on obtient 

^L fdv= Uj iv+ L nu - whnds - (410) 


4.1.5 Conservation de la masse 


On applique le theoreme de transport (4.6) a la fonction scalaire f — g. On deduit : 


d_ 

d£ 



dg(x, t) 
dt 


dV + 


gu ■ ndS , 


avec V un volume materiel et S la surface enveloppant ce volume. En utilisant le theoreme de la 
divergence (Green-Ostrogradski), on tire: 


On a egale la derivee de la masse avec 0 car dans la plupart des cas, la masse se conserve au cours du 
temps s’il n’y a pas de creation de masse ou de perte au sein d’un volume materiel. De plus, si g est 
continue (pas « d’onde de choc » par exemple), alors on peut ecrire 


dg(x , t) 
dt 


+ V • (gu) = 0. 


(4.11) 


Cette equation s’appelle l’equation de conservation locale de la masse ou bien encore equation de 
continuite. On peut encore l’ecrire : 


1 dg 
g dt 


= —V • u. 


Si le fluide est incompressible ou l’ecoulement isochore : g = constante , done l’equation de continuite 
devient : 

V • u = 0. 


C’est l’equation dont on se servira le plus dans la suite de ce cours. Ecrite sous forme algebrique, cette 
equation s’ecrit en dimension 2 : 


V • u = 


du dv 
dx + dy 


= 0 , 


et en dimension 3 


_ du 

V • u = — 

dx 


dv 

dy 



avec u = (u, v, w) le champ de vitesse. 
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4.1.6 Conservation de la quantite de mouvement 

Formulation macroscopique 

On applique le theoreme de transport (4.6) a la fonction vectorielle representant la quantite de 
mouvement locale f = gu: 

s Iv “'“ iV = L dj ^ iV + S s m{u ' n)dS ' 

II existe d’autres variantes permettant d’exprimer la derivee materielle de gu. En utilisant le theoreme 
de la divergence, on tire : 

4 J v e udV = + v ■ e tm) dV, 

ou bien en servant en plus de l’equation de continuite 

ftJ v eniv= L e {^ + ^- m ) iv 


Attention dans ces deux equations, le terme uu represente un tenseur d’ordre 2. 


Le principe fondamental de la dynamique veut que toute variation (temporelle) de quantite de 
mouvement resulte de l’application de forces. Done, on peut ecrire une relation generale de la forme 


d_ 
d t 



forces appliquees au volume V. 


Les forces appliquees comprennent les forces de volume (poids) et les forces de surface agissant a 
la surface du volume. II s’ensuit que la forme macroscopique complete des equations de conservation 
de la quantite de mouvement s’ecrit : 


d_ 

df 



mg 

poids 


erdiS 


force de surface 


ggdV 


£ • ndS 


Jv Js 

ou <r = £ • n designe la contrainte, S le tenseur des contraintes. On rappelle que le tenseur des 
contraintes se decompose en tenseur des pressions —pi et un tenseur des extra-contraintes T : 


S = -pi + T. 

Le tenseur T depend de la nature du fluide etudie ou du niveau d’approximation : 

T = 0 correspond au cas des fluides parfaits (ou non visqueux) et les equations du mouvement 
qui en resultent sont appelees equations d’Euler\ 

T = 2 pD correspond au cas des fluides newtoniens et les equations du mouvement qui en 
resultent sont appelees equations de Navier-Stokes. Elies sont examinees en detail au chapitre 6 ; 
T = J-(D) correspond au cas des fluides non newtoniens, avec J- la loi de comportement du 
fluide. Les equations du mouvement resultantes sont appelees equations de Cauchy 6 . 


Formulation locale 

Une application du theoreme de Green-Ostrogradski permet d’aboutir a la formulation locale des 
equations de la quantite de mouvement : 


du 

g M =g 


du 

~dt 


uVix 


gg + V • E = gg — Vp + V • T, 


(4.12) 


6. II n’y a pas de consensus sur l’appellation de cette equation dans la litterature technique. 
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car V • (pi) = pV • (1) + 1 • Vp = Vp. Comme precedemment on a suppose pour passer de la formulation 
macroscopique a la forme locale que les differents champs (vitesse et masse volumique) etaient continus. 
L’equation locale n’est pas valable pour une onde de choc ou bien un ressaut hydraulique ; dans un tel 
cas, il faut appliquer 


- soit les formulations integrates de la conservation de quantite de mouvement pour eviter d’avoir 
a traiter la discontinuite ; 

- soit ajouter des conditions supplementaires qui viennent completer les equations locates qui 
restent valables de part et d’autre de la discontinuite. De telles relations sont appelees relations 
de Rankine-Hugoniot ou bien conditions de choc. 

On peut encore ecrire cette equation sous une forme raccourcie : 


g— = -Vp* + V ■ T, 
at 

ou l’on associe le terme gravitaire gg au terme du gradient de pression et, ce faisant, on a introduit la 
pression generalisee p* = p + ip et ip le potentiel gravitaire tel que gg = —'S/ip. Cette formulation est 
par exemple utilisee en hydraulique en charge pour traiter les effets de la gravite en termes de pression 
generalisee. 

Les equations locates peuvent s’ecrire : 


dgu 

~df 


+ V • ( guu ) = gg — Vp + V ■ T, 


(4.13) 


ou bien : 


dii 

e-^r + QuVu = gg-Vp 
dt 


V • T, 


(4.14) 


ou l’on prendra bien garde a la position de la masse volumique g dans les termes differentiels. La der- 
niere equation (4.14) est la plus employee. La principale difference entre les equations (4.14) et (4.13) 
est liee a la place de la masse volumique g. Si l’ecoulement est isochore ou le materiau incompressible, 
ces deux equations sont trivialement obtenues puisque g est constante. L’equation (4.14) ou ses va- 
riantes s’appelle l’equation de conservation de la quantite de mouvement ou bien l’equation de Newton 
ou bien encore V equation fondamentale de la dynamique. Le cas particulier ou T = 0 correspond aux 
equations d’Euler, qui comme on l’a precise plus haut, constituent le jeu d’equations du mouvement 
le plus simple qu’on puisse imaginer et qui permettent de resoudre un grand nombre de problemes 
pratiques en ingenierie (dynamique des gaz, ecoulements a grande vitesse, etc.) : 


du 

e-r^ + guVu = gg - Vp, 


(4.15) 


En dimension 2, l’equation de conservation (4.14) peut etre projetee de la fagon suivante dans un 
repere cartesien 


du 


du 


du 


d-RI + d u -R~ + S V 1T = S9x - -K- 
ot dx dy dx 


dp , dT xx , dT , 


xy 


dx 


dy 


dv 


dv 


dv 


0TT7 + 0 U— + gv— = gg - — 
ot dx dy dy 


dp , dT X y dTyy 


dx 


dy 


avec u = (u, v) les composantes du vecteur vitesse, (g x , g y ) les composantes du vecteur gravite. 

Attention a la notation u\/u. Cela ne signifie pas qu’il s’agit du produit entre le vecteur u et le 
tenseur (matrice) Vu. En fait, en toute rigueur, il faudrait ecrire: (uV)it, les parentheses servant a 
indiquer que l’operateur differentiel mV est applique au vecteur u. 

Une autre formulation vectorielle de l’equation de conservation de quantite de mouvement est 
obtenue en faisant remarquer que Vu peut s’ecrire uVu = V|m| 2 /2 + (V x u) x u. On a alors: 

du 1 

+ 2 e ^ U ^ + x u ) x u = 89 - Vp + V • T, 
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du 1 

Q-^ + -f?V|ii| 2 + gu) x u = gg — \7p + V • T, 

avec u = V x ti la vorticite. Cette equation est parfois appelee equation de Gromeka-Lamb. Elle est 
utile quand on veut etudier la vorticite du fluide, c’est-a-dire les tourbillons et structures similaires 
qui se creent dans un fluide. 


Interpretation du terme de divergence des contraintes 


On peut interpreter le terrnes — Vp + V • T qui apparait dans l’equation de conservation de la 
quantite de mouvement (4.14) en considerant un « volume » infinitesimal, ce qui permet notamment 
d’expliquer pourquoi les contraintes apparaissent sous la forme d’une divergence. Le raisonnement 
est classique et a deja ete applique dans le chapitre du complement du cours pour expliquer le sens 
physique de l’operateur divergence. Tout d’abord, il faut se demander quelles sont les forces appliquees 
a un volume de controle infinitesimal, dont le « volume » (il s’agit d’une surface) par unite de largeur 
est dxdp (voir figure 4.3). 

- force de volume : action de la pesanteur gg ; 

- forces a la surface du volume de controle: elles sont calculees a l’aide de S. 


; 

n 

y + dy — t 

n 

y 

' x + d x 


n 


Figure 4.3 : projection de la relation d’eq uilibre des contraintes sur un volume elementaire. 


Considerons un repere cartesien en dimension 2. La representation de S dans ce repere est donnee 
par la matrice symetrique : 



Les contraintes sur la face orientee par la normale n = (—1, 0) sont : 


<xi = S • n = 



tandis que sur la facette opposee orientee par la normale n = (1, 0) 


<7i = E • n = 


V 1 | ri 1 
‘-‘xy * q x ox 


On fait de meme pour les normales orientees par n = (0, 1) et n = (0, 
sur l’axe x s’ecrit done (contrainte x surface par unite de largeur) : 


— 1). La projection des efforts 


( dT, 

OCX J \ , , / „ , „ , dz xy \ _ fdz XX . dT, xy \ 

( T xx + T xx T ^ dx J d y T ( T xy -t- T xy T ^ dy J dx — i cl T q J dxdy. 

De meme, sur l’axe y, on trouve que la projection des efforts s’exprime connne : 

dT X y dTyy\ 

— + —) ixiv - 

Ces petits calculs montrent que les efforts exerces sur la surface de controle d’un volume infinitesimal 
peuvent se calculer de fagon generique a l’aide de l’expression V • S. 
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4.1.7 Conservation de l’energie, theoreme de Bernoulli 

Premier principe de la thermodynamique 

Rappelons que le premier principe de la thermodynamique enonce que Venergie totale E , varie a 
cause du travail des forces exterieures et du flux de chaleur 


SE = 6W + SQ , 


avec SE la variation d’energie totale, c’est-a-dire l’integrale sur le volume de controle de l’energie cine- 
tique k et l’energie interne ge (e etant l’energie interne massique), SW le travail des forces exterieures 
au sein du volume de controle, SQ le flux de chaleur a travers la surface de controle S. Au lieu de parler 
en termes de travail, on peut parler en termes de puissance puisque si l’on clivise l’equation precedente 
par un petit increment de temps St 

SE _ SW SQ 
St St + St ’ 

et en faisant tendre St vers 0, on obtient 

— J (k + ge) dV = J gg ■ udV + j cr ■ udS — J jq ■ ndS , 

taux de variation de l’energie totale e w 


Q 


avec jg le flux de chaleur (voir complement de cours, chap. 1), W le taux de variation du travail 
(ou puissance) des forces exterieures, Q le flux de chaleur qui passe par unite de temps a travers la 
surface S, et cr la contrainte exercee par le milieu exterieur sur le volume de controle sur une facette 
d S orientee par n. 

Examinons maintenant de plus pres la puissance des forces exterieures. Cette puissance comprend 
des termes positifs (puissance fournie au volume de controle) et negatifs (puissance dissipee au sein 
du volume ou aux frontieres). La puissance fournie au volume comprend generalement la puissance 
apportee par la force de gravite et les forces de pression (ce n’est pas une regie absolue) tandis 
que la dissipation d’energie resulte generalement des extra-contraintes (dissipation visqueuse dans 
le cas d’un fluide newtonien). Comme precedemment pour les contraintes, il est plus sage de faire une 
decomposition entre puissances dues a des forces de volumes et puissances dues a des forces de surface 
sans se soucier du signe de ces contributions : 


W = puissance fournie au volume V + puissance dissipee aux frontieres et dans V, 


= gg ■ udV 


■ udS , 


Par definition de la contrainte via le tenseur des contraintes S (voir complement de cours, chap. 2), 
on a 

cr = £ • n = (—pi + T) ■ n = —pn + T ■ n, 

ce qui permet d’ecrire 


W = 


gg ■ udV + 
gg ■ udV + 


L 

L 


u • {—pn + T ■ n) d S, 
{—pu + T ■ u) ■ ndS , 


(4.16) 


car T est symetrique. La formulation macroscopique du premier principe de la thermodynamique est 
done le suivant 



(, k + ge) dV = ^ 

f gg ■ udV + ^ 

1 {—pu + T u jg ) • ndS. 
s 


(4.17) 
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On souhaite disposer d’une formulation locale de ce principe. L’etape suivante consiste done a ecrire les 
integrate de surface apparaissant dans le membre de droite de l’equation (4.17) sous forme d’integrales 
de volumes, l’application du theoreme de Green-Ostrogradski fournit immediatement 

f {~PU + T ■ u — j Q ) ■ ndS = I V • (-pu + T-u-j Q ) dV. 

Js Jv 

En substituant cette derniere relation dans l’equation (4.17), on arrive finalement a l’equation locate 
de conservation de l’energie totale 


-^(fc + ge) = gg ■ u + V • (-pu + T-u-j Q ). 


(4.18) 


Conservation de l’energie cinetique 


II est possible d’obtenir une relation locate pour le taux de variation de l’energie cinetique en 
multipliant l’equation de conservation de la quantite de mouvement (4.14) par la vitesse u 

du 

gu ■ — — b u ■ (guVu) = gu ■ g — u • Vp + u • V • T, 
ot 

et de la, en remplagant les termes de la forme udu par 9|w| 2 /2, on arrive a 


1 <9|m| : 


2 g " dt 


^ u ■ V(|w| 2 ) = gu - g — u ■ Vp + u ■ V ■ T. 


En se servant de l’equation de continuite (4.11) et de l’identite 2V • (ku) = |n| 2 V ■ (pu) + gu ■ V|it| 2 , 
on peut transformer cette eejuation et obtenir une derivee matericlle de l’energie cinetique locate 

dk dk 

— = — + V • (ku) = gu ■ g — u ■ Vp + u ■ V ■ T. (4.19) 


Cette equation est appelee equation de conservation de Venergie cinetique. Dans cette equation, le 
terme gu ■ g represente la puissance de la force de gravite, — u ■ Vp la puissance des forces de pression, 
et u ■ V ■ T la puissance des extra-contraintes (dissipation d’energie). 


Fonction de dissipation 

En comparant les equations (4.19) et (4.18), on note certaines similitudes dans les termes apparais- 
sant dans le membre de droite, similitudes que l’on va exploiter pour fournir differentes expressions 
des energies cinetique et interne. Pour cela, on va se livrer a quelques manipulations algebriques. Tout 
d’abord, en servant des proprietes de composition de l’operateur divergence, on peut ecrire : 


V • (T • u) = u ■ V ■ T + T : Vtt. 


Compte tenu de la symetrie de T, on a la relation T : Vw = D : T ‘ . En effet (voir complement de 
cours, chap. 2), le tenseur « gradient de vitesse » se decompose en une partie symetrique (le tenseur 
des taux de deformation D) et une partie antisymetrique (le tenseur des taux de rotation W) 

Vu = D + W. 

On peut montrer (voir complement de cours, chap. 1) que la trace du produit de tout tenseur symetrique 
S et de tout tenseur antisymetrique A est nulle. On en deduit done que 

T : Vu = T : (D + W) = T : D. 

7. Rappelons la signification du symbole « : ». II s’agit de la notation abregee de l’operateur trace : tr(A • S) = A : S. 
On l’appelle egalement produit doublement contracts (voir complement de cours, chap. 1). 
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La quantite $ = tr(T ■ D) = T : D s’appelle la fonction de dissipation et represente la puissance 
dissipee par les extra-contraintes T. 

On ecrit finalement 

V • (T • it) = u ■ V • T + <f>. 


Avec cette relation en main et en retranchant membre a membre les equations (4.19) et (4.18), on 
deduit 


— pe = — pV ■ u + $ 
dt 


v ' 3q- 


(4.20) 


Cela montre que dans le cas general, l’energie interne du volume de controle varie au cours du temps 
sous l’effet 


- de la puissance dissipee par les extra-contraintes (visqueuses dans le cas newtonien) $ ; 

de la puissance dissipee ou fournie par la dilatation/compression du materiau — pV • u = 
p(dg/dt)/g [d’apres l’equation de continuity (4.11)] ; 
de la puissance calorifique —V • jq. 

On appelle cette equation V equation de conservation de I’energie interne. 

Un cas particular important est celui des fluides incompressibles (g = cte ) dans un ecoulement 
isotherme (Jq = 0). Dans ce cas precis, l’equation de l’energie interne se simplifie grandement 


Cela montre que l’energie interne est dissipee via les extra-contraintes. Ce cas particulier se rencontre 
tres frequemment en pratique puisque la plupart des ecoulements d’interet pratique sont isochores et 
isothermes. La fonction de dissipation $ = T : D nous renseigne alors completement sur la fagon dont 
le systeme dissipe son energie. 


Equation generale de Bernoulli 


Une autre formulation interessante est obtenue par manipulation de l’equation de conservation de 
l’energie cinetique (4.19) dans le cas ou on peut considerer le fluide comme incompressible: g est une 
constante. On note ip = ggz le potentiel gravitaire (gg = —'Vip) et p* = p + ip la pression generalisee. 
On tire done que: gg — Vp = — Vp*. On peut done ecrire du fait de l’incompressibilite 


De meme, on peut ecrire 


dfc dk 

- = -+ v - ( t„ ) 

dk | it 

= m +euV -2 


gu ■ g — u ■ Vp + u ■ V ■ T = —u ■ Vp* — $ + V • (it ■ T). 

Avec ces relations en main, on ecrit l’equation de conservation de l’energie cinetique (4.19) sous la 
forme 

r)k In I 2 

4> + V • (u ■ T) = ^ + gu ■ V^ + u . V p*, 
dk 

= — + u- \7(k + 'i/; + p). (4-21) 


Cette equation s’interprete ainsi : 

$ represente l’energie dissipee par unite de volume ; 

V-(it-T) represente l’energie dissipee ou produite aux frontieres du domaine. Pour s’en convaincre, 
il suffit d’integrer ce terme sur V, puis d’utiliser le theoreme de Green-Ostrogradski ; 
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- dk/dt est la variation locale d’energie cinetique ; 

u ■ V (k + ip + p) represente le transport ou advection d’une quantite 4' = k + ip + p qui est la 
somme de l’energie cinetique k, de l’energie potentielle ip, et de la pression p. 

Rappelons que, comme en mecanique du point ou du solide, le theoreme de l’energie cinetique est 
une representation alternative de la relation fondamentale de la dynamique. Pour un probleme regulier, 
on peut employer l’une ou l’autre, c’est-a-dire les relations (4.14) ou (4.19) ; le choix de l’une ou de 
l’autre tient le plus souvent a la rapidite du calcul ou bien a la commodite du raisonnement, mais 
quel que soit le choix opere, le resultat final est identique. Dans certains problemes plus complexes, on 
ne peut en pratique utiliser qu’une ou l’autre des formes. Par exemple, dans l’etude des chocs ou des 
ressauts hydrauliques, il faut travaillcr avec des equations macroscopiques (sur des volumes de controle) 
car les champs peuvent etre localement discontinus ; en outre, on ne peut pas utiliser facilement 
l’equation de l’energie a cause de dissipation localisee de l’energie au niveau de la discontinuity Dans 
ce cas-la, seule l’equation de la quantite de mouvement doit etre utilisee. 

Un cas particulier important est le cas d’un ecoulement permanent d’un fluide non visqueux. Dans 
ce cas-la, on a 

- ecoulement permanent =>■ dk/dt = 0 ; 

- viscosite nulle =>T = 0et$ = 0. 

Sous ces conditions, l’equation (4.21) devient 

u ■ V (fc + ip + p) = 0, 

ce qui veut dire que u est normal au vecteur V'E en tout point, or d’apres ^interpretation geometrique 
de l’operateur gradient (voir complement de cours, chap. 1), Vd* est un vecteur normal aux surfaces 
isopotentielles ’P = cte , done u doit etre tangent a ces surfaces isopotentielles. On peut montrer (voir 
complement de cours, chap. 2) que le lieu des points ou le vecteur vitesse est tangent est appele une 
ligne (resp. une surface) de courant. II s’ensuit que le long d’une ligne de courant, la quantite est 
constante. 

En resume, le theoreme de Bernoulli enonce que si 

- l’ecoulement est permanent ; 

- l’ecoulement est isochore ou bien le materiau incompressible ; 

- les dissipations d’energie sont negligeables ; 

alors le long de toute ligne de courant, la quantite 4/ = k + ip + p se conserve. Dans le cas frequent ou 
l’energie potentielle s’ecrit ip = ggz , alors on a: 


^ = ggz + g— + p = cte, 


(4.22) 


avec u = |u|. 

Ce theoreme est remarquable car il s’agit d’une relation purement algebrique (pas de differentielle 
ou d’integration) qui permet de relier vitesse, pression, et position du fluide. Ce theoreme a de nom- 
breuses applications. Il est tres apprecie des ingenieurs (et des etudiants) pour resoudre rapidement 
des problemes pratiques. Toutefois, dans bien des cas pratiques, on ne peut pas negliger la dissipation 
d’energie et il faut alors utiliser des formules plus complexes que l’equation de Bernoulli (4.22). 
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4.2 Quelques applications du theoreme de Bernoulli 

4.2.1 Formule de Torricelli 

La formule de Torricelli permet de calculer la vitesse de vidange d’un recipient contenant une 
hauteur h d’un liquide (de masse volumique g). Cette formule s’etablit facilement a l’aide de l’equation 
de Bernoulli. 


cuve de diametre D 



.. GM 


V BjL 


X 

detail du jet 


B 



r 1 






Vp = 0 =>p = p a 
v = v B 


Figure 4.4 : vidange d’un reservoir. 


Considerons une ligne de courant entre un point A a la surface libre du liquide dans le recipient et 
un point B au niveau de l’orifice. On suppose que la pression atmospherique p a s’applique a ces deux 
points (le gaz contenu dans le reservoir n’est pas sous pression). D’apres l’equation (4.22), on a 

v 2 v 2 

Q9za + q-^ +pa = ggz B + e-^- + pa, 

avec za et zb la position de A et B, va et les vitesses en A et B, et pa et pb la pression aux 
points A et B. Si le diametre du reservoir est suffisamment grand par rapport au diametre de l’orifice, 
la vidange est lente et, dans un premier temps, on peut supposer que l’ecoulement est permanent ; de 
plus, la vitesse en A doit alors etre tres faible, done on pose va ~ 0. De plus on ap^ = Pb = Pa et 
za = zb + h, ce qui permet de simplifier l’equation ci-dessus 

v 2 

ggh = g-y ^>v B = V2gh. 

4.2.2 Intrusion d’un courant de gravite 

La formule de von Karman 8 permet de calculer la vitesse du front d’un fluide lourd dans un fluide 
plus leger. Ce probleme a ete resolu par von Karman au moment de la seconde guerre mondiale, 
quand les Allies lui demandaient de calculer la vitesse de propagation d’un gaz toxique dans l’atmo- 
sphere. Cette formule a de nombreuses applications en meteorologie (avancement d’un front froid), en 
oceanographie (propagation d’un courant de turbidite), et dans les problemes de melange. 

8. Theodore von Karman (1881-1963) a ete l’un des plus grands mecaniciens des fluides du xx e siecle. Ne en Hongrie 
(alors province de l’Empire Austro-Hongrois), il emigra par la suite en Allemagne, puis aux Etats-Unis. Ses travaux 
porterent essentiellement sur la couche limite logarithmique, les instabilites derriere les obstacles (les fameuses allees de 
von Karman), les ecoulements supersoniques, etc. Comme Thomson et Reynolds avant lui, il a ete aussi un exemple de 
mecanicien, avec des interets tout a la fois sur les points fondamentaux de la mecanique et les applications (principalement 
militaires) . 
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Figure 4.5 : propagation d’un front a vitesse const ante. 




Figure 4.6 : courant de densite en laboratoire. Le courant intrusif a ete produit en employant un Euide lourd 
(eau sa lee et coloree) dans un Euide plus leger (eau). 


On considere l’intrusion d’un fluide lourd de masse volumique g dans un fluide ambiant, plus leger 
( g a < g), au repos, et faiblement visqueux de telle sorte qu’on neglige la dissipation d’energie. On 
souhaite calculer la vitesse du front (u) en fonction de sa hauteur et des masses volumiques. 

Pour cela, von Karman admet que la vitesse du front est constante. II se place dans le repere 
attache au front. Dans ce repere, le front est fixe et c’est le fluide ambiant qui en mouvement avec une 
vitesse —u. Comme l’ecoulement est permanent, la ligne de la surface libre est egalement une ligne de 
courant et on peut appliquer le theoreme de Bernoulli entre un point B situe a l’interface entre fluides 
lourd et leger (B est dans le fluide ambiant) et le point O situe au front (point fixe situe a la fois dans 
le fluide lourd et dans le fluide ambiant) 

Pb + 2 Ea{— U ) 2 + Qa.gh = Po + 0 + 0. 

II considere aussi un point A situe juste sous l’interface (A est dans le fluide lourd). Puisque dans 
le repere attache au front, le fluide lourd est au repos, la loi de l’hydrostatique s’applique et on a 
notamment Po = Pa + Qgh- Si on prend maintenant A et B infiniment voisins, la difference de pression 
(en l’absence d’effet de tension de surface) doit etre nulle : Pa = Pb, d’ou 


u = 



gh, 


ou encore 


u 


A 


avec g' = (g— g a )/ g a la gravite reduite. La derniere equation montre que le nombre de Froude u/ y/g'h 
est constant au front. Experimentalement, cette formule donne de bons resultats, mais il faut souvent 
ajouter un facteur correctif car on travaille avec des fluides ambiants qui ne sont pas infiniment epais. 
La demonstration apportee par von Karman est consideree de nos jours comme fausse. Notamment, 
Benjamin (1968) a montre qu’on ne pouvait pas utiliser l’equation de Bernoulli le long d’une interface 
et que la resolution correcte du probleme necessitait d’employer des volumes de controle et de faire 
des bilans de quantite de mouvement sur ces volumes. Toutefois, le resultat final reste inchange (mais 
pourrait-il en etre autrement d’un point de vue dimensionnel?). 
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Figure 4.7 : tube de Pitot. 


4.2.3 Tube de Pitot 

Le tube Pitot 9 sert a mesurer la vitesse locale d’un fluide en le reliant a la difference de pression 
d’un manometre a liquide. 

L’idee est la suivante : on considere un ecoulement et on plonge un tube de Pitot de telle sorte 
qu’il soit parallele aux lignes de courant. A son embouchure, le fluide peut penetrer. Une fois qu’il a 
occupe tout l’espace disponible au sein du tube, il n’y a plus de fluide qui entre et la vitesse au point 
B, embouchure du tube, est done nulle. On l’appellc un point d’arret de la ligne de courant. 

Considerons une ligne de courant A-B. En A, on a p = Pa (par exemple une pression hydrosta- 
tique), v = va = Uqo , et z = za • En B, on a p = p B , ub = 0, et z — za = Zb- Le theoreme de Bernoulli 
donne done 

1 2 1 2 
pa + -gv A + ggz A = pb + -^gv B + ggz B 

= p B + ggzA , 


d’ou 


Comme la difference de pression p B 
U), on peut deduire la vitesse Voo. 


Vqo — 


‘-{Pb - Pa)- 


Pa peut etre determinee si on utilise un manometre (tube en 


9. Henri Pitot (1695-1771) etait un hydraulicien frangais. II fut nomme surintendant du Canal du Midi et construisit 
un aqueduc pour l’alimentation en eau de Montpellier. Afin de pouvoir mesurer les vitesses de l’eau dans les rivieres et 
canaux, il inventa un appareil qui porte aujourd’hui son nom. 
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Ecoulement a surface libre 


5.1 Introduction 

5.1.1 Generalites 

L’hydraulique a surface libre se distingue de l’hydraulique en charge par l’existence d’une surface 
libre , c’est-a-dire d’une surface ou l’ecoulement est en contact direct avec l’atmosphere 1 : le gradient 
de pression ne peut plus etre le moteur de l’ecoulement, c’est la gravite qui devient l’agent moteur. Le 
domaine d’application est large : 

- cours d’eau naturels : rivieres, fleuves, etc. ; 

- canaux de navigation, d’irrigation, etc. ; 

- systemes d’evacuation : reseaux d’assainissement pluvial ; 

- amenagements : retenues d’eau, usines de production d’electricite, ports, etc. 

Une caracteristique de la plupart de ces ecoulements est la suivante : la hauteur d’ecoulement ainsi que 
la largeur sont generalement petites par rapport a la longueur d’ecoulement. On parle d’ecoulement 
filaire. 


5.1.2 Un peu de vocabulaire et des notations 

bief : trongon homogene en termes de pente moyenne et de section d’ecoulement (on emploie 
parfois aussi le mot bisse, notamment dans le Valais, mais le contexte est un peu different) ; 

- type de cours d’eau: il existe plusieurs classifications. Selon Bernard (1927), une distinction des 
cours d’eau peut se faire en fonction de la pente i : 

- i < 3 % on parle de riviere , 

- 3 < * < 6 %, on parle de riviere torrentielle , 

- i > 6 %, on parle de torrent ; 

- perimetre mouille \ '■ longueur de la surface d’ecoulement en contact avec le lit (fond + berges), 
c’est-a-dire le perimetre de la section d’ecoulement auquel on retranche la largeur au miroir B. 

- section d’ecoulement (ou section mouillee) S : partie de la section du canal limitee par les parois 
et la surface libre ; 

- hauteur d’ecoulement : hauteur moyenne d’eau, par definition c’est 

h = S/B ; 

- hauteur normale h n : c’est la hauteur d’un ecoulement permanent uniforme dans un bief. La 
hauteur normale est fonction du debit Q , de la rugosite K , et de la pente moyenne i ; 

- tirant d ’eau : profondeur maximale d’une section d’ecoulement ; 

largeur au miroir B : largeur de la section d’ecoulement au niveau de la surface libre ; 


1. La pression du fluide a cette interface est egale a celle de l’atmosphere. 
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Hr 


lit majeur 


B 


lit mineur 






- rayon hydraulique : c’est une longueur caracteristique deffnie par 


Rh = S/x- 

Pour un ecoulement dans un canal rectangulaire infiniment large (fi > A), le rayon hydraulique 
correspond a la hauteur d’ecoulement h ; 

regime uniforme : regime d’ecoulement le long d’un bief ou les caracteristiques d’ecoulement 
(hauteur et vitesse) sont constantes quelle que soit la position le long de la direction d’ecoulement. 
On a ainsi dh/dx = 0 ; 

regime permanent : regime ou l’ecoulement ne depend pas du temps. On a ainsi dh/dt = 0 ; 
regime graduellement varie : regime d’ecoulement ou la variation de hauteur dans la direction 
d’ecoulement est tres faible, typiquement si L designe une longueur d’ecoulement et Ah une varia- 
tion de hauteur, on a A h/L -C 1. Les equations de Saint- Venant 2 ou le calcul differentiel 
des courbes de remous ne sont valables que pour ce regime ; 

- courbe de remous : la courbe de remous est la courbe decrivant la variation de la hauteur d’eau 
dans un bief pour un ecoulement graduellement varie. L ’equation de cette courbe est appelee 
equation de la courbe de remous [voir equation (5.3] ; 

regime rapidement varie : regime d’ecoulement ou la variation de hauteur dans la direction d’ecou- 
lement est tres importante, typiquement si L designe une longueur d’ecoulement et Ah une va- 
riation de hauteur, on a Ah/ L = 0(1). A l’approche d’une singularity ou bien en cas de ressaut 
hydraulique, l’ecoulement peut entrer dans un regime rapidement varie ; 

- ressaut hydraulique : variation brutale de hauteur d’eau (passage d’un regime torrentiel a un 
regime fluvial) ; 

- pente moyenne : pente moyenne longitudinale i = tan# d’un bief exprime en % ou en %o ; 
regime torrentiel : regime supercritique (Fr > 1), forte vitesse, faible hauteur; 

regime fluvial : regime subcritique (Fr < 1), faible vitesse, hauteur elevee; 
debit Q : flux d’eau par unite de temps a travers la surface d’ecoulement ; 

- vitesse moyenne u : vitesse 

- Q 
u= 

- coefficient de rugosite : coefficient traduisant la rugosite des parois (coefficient de Chezy note C 
ou de Manning- Strickler note K ) ; 

- lit mineur : lit occupe ordinairement par un cours d’eau par opposition au lit majeur qui corres- 
pond a l’emprise maximale historique d’un cours d’eau ou a la plaine inondable. On parle aussi 
de niveau des plus hautes eaux (PHE) pour designer la cote maximale atteinte par la surface 
libre d’un cours d’eau ; 


2. Voir cours de master « ondes de crue et rupture de barrage ». 
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- la berge ou rive est le talus qui separe le lit mineur du lit majeur. Lorsque la berge est couverte 
par la vegetation, on parle de ripisylve ; 

- l’etiage correspond aux plus basses eaux d’un cours d’eau (generalement durant l’ete). Le debit 
d’etiage est done le debit minimal d’un cours d’eau. Le debit de plein bord ( bankfull discharge 
en anglais) est le debit atteint lorsque la riviere sort de son lit mineur. Durant une crue, on parle 
de debit de pointe ( peak discharge en anglais) pour designer le debit maximal atteint. Pour les 
crues, on peut relier le debit de pointe a la periode de retour T 3 . Le debit dominant est le debit 
de la crue ordinaire qui permet de fa^onner un cours d’eau. Pour les rivieres a sable, le debit 
dominant correspond au debit de pointe d’une crue de periode 1 -2 ans alors que pour un lit a 
gravier, il correspond a crue de periode de retour de quelques dizaines d’annees. 


3. La periode de retour T est definie par rapport a la probability d’observer la crue (ou une crue superieure) P : 
T = 1/P; e’est aussi l’intervalle de temps moyen entre deux crues ayant depassant un certain seuil. 
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Figure 5.2 : dans les rivieres de plaine, le lit naturel est rarement droit, mais au contraire developpe de 
nombre ux meandres [DR], 
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Figure 5.3 : beaucoup de cours d’eau de plaine ont ete amenages pour limiter leur expansion, lutter contre 
les crues, et assurer un certain debit dans la riviere. Ici la riviere Thur (Suisse) a ete rectifiee au debut du 
xx e siecle [Martin Jaeggi], 
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Figure 5.4 : dans les rivieres torrentielles (ici torrent de Celse Niere, Pelvoux, Hautes-Alpes, France), le lit 
est compose de materiaux grossiers [Christophe Ancey]. (a) Vers le camping d’Ailefroide. (b) Vers le cimetiere 
des Vaudois. 
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Figure 5.5 : dans les torrents, il y a peu d’eau, mais la vitesse est elevee [Anthony Cornelius, Christophe 
Ancey]. 
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Tableau 5.1 : terminologie frangaise, allemande, anglaise et definitions. 


frangais 

allemand 

anglais 

italien 

definition, remarques (notation) 

bief 

Gewasserabschnitt 

reach 

tronco 

trongon homogene d’une riviere 

riviere 

Fluss, Bach 

river 

flume 

corns d’eau a faible pente 

riviere torrenticllc 

Gebirgsfluss 

torrential river 

torrente 

corns d’eau de piemont a forte pente 

torrent 

Wildbach 

torrent 

torrente 

cours d’eau a tres forte pente 

perimetre mouille 

benetzter Umfang 

wetted perimeter 

perimetro bagnato 

partie mouillee d’une section en travers (y) 

lit majeur 

Hochwasservorland 

flood plain 

letto maggiore 

zone envahie lors des grosses crues 

lit mineur 

N iederwassergerinne 

low water channel 

letto minore 

lit habituellement occupe par le cours d’eau lorsque 
les eaux sont basses 

ripisylve 

Ufervegetation 

riparian vegetation 

vegetazione fluviale 

vegetation sur les berges 

geometrie du lit 

Gerinnegeometrie 

bed geometry 

geometria del letto 

caracterisation geometrique a l’aide des profils en long 
et en travers d’un lit 

rugosite 

Rauighkcit, Rauheit 

roughness 

scabrezza 

etat de surface du lit 

section d’ecoulement 

Abflussquerschnitt 

flow section 

sezione 

section transversale d’un cours d’eau ou d’un lit 

section mouillee 

benetzter Querschnitt 

wetted section 

sezione idrica 

surface de la section d’ecoulement ( S ) 

rayon hydraulique 

hydraulischer Radius 

hydraulic radius 

raggio idraulico 

rapport entre la section et le perimetre mouille ( Rh = 

s/x) 

largeur au miroir 

Gerinnebreite 

flow width 

larghezza del pelo li- 
bero 

largeur transversale du cours d’eau calculee au niveau 
de la surface libre ( B ) 

pente dn lit 

Gerinnegefalle 

bed gradient 

pendenza del letto 

valeur moyenne de la pente d’un bief (i = tan0) 

hauteur d’eau moyenne 

mittlere Wassertiefe 

mean flow depth 

altezza media d’acqua 
(tirante idrico medio) 

hauteur moyenne definie par h = S/B 

hauteur critique 

kritische Tiefe 

critical flow depth 

altezza critica (tirante 
critico) 

hauteur d’eau correspondant au regime critique ( h c ) 

etiage 

Niederwasser 

low water 

profilo estivo 

plus basses eaux d’un cours d’eau n 1 ' 

niveau des plus hautes 
eaux 

hochster Hochwassers- 
tand 

maximum flood stage 

altezza massimale 

plus hautes eaux d’un cours d’eau 

ctT 

crue 

Hochwasser 

flood 

piena 

niveau d’eau nettement superieur a ce qui est ordinai§ 
rement observe 

regime uniforme 

gleichformige Stro- 

mung 

uniform flow 

regime uniforme 

hauteur d’eau constante le long du bief g 

a* 

regime (graduellement) 
varie 

ungleichformige Stro- 
mung 

(gradually) varied flow 

regime gradualmente 
variato 

variation lente du niveau d’eau le long du bief cu 

cr 

| -'S 
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frangais 

regime sous-critique 
(fluvial) 

regime supercritique 
(torrentiel) 
nombre de Froude 
debit 

vitesse moyenne (debi- 
tante) 

ressaut hydraulique 


Tableau 5.1 : terminologie frangaise, allemande, anglaise et definitions. 


allemand 

(stromender Stro- 
mungszustand) subkri- 
tische Stromung 
(schiefiender) superkri- 
tische Stromung 
Froude- Zahl 
Durchfluss 

mittlere Geschwindig- 
keit 

Wechselsprung 


anglais 

italien 

definition, remarques (notation) 

(fluvial) 

flow 

subcritical regime subcritio (flu- 
viale) 

regime caracterisee par des vitesse faible : Fr < 1 


(torrential) supercriti- 
cal flow 

Froude number 
flow rate, discharge 
mean flow 


regime supercritico 
(torrentizio) 
numero di Froude 
portata 
velocita media 


regime caracterise par des vitesses fortes : Fr > 1 

nombre sans dimension Fr = u/ \fgh 
flux de vitesse a travers la section 
vitesse moyenne dans la section u = Q/S 


hydraulic jump 


salto idraulico 


augmentation brutale du niveau liee au passage d’un 
ecoulement super- a sub-critique 


oo 

co 
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Pour un cours d’eau naturel, la geometrie du lit n’est pas quelconque, mais obeit a certaines regies. 
Un cours d’eau doit laisser transiter un debit, qui varie en fonction du temps. En general, il existe 
des cycles annuels, mais au gre des precipitations et de la fonte des neiges, le debit peut evoluer d’une 
annee sur l’autre d’une fagon extremement variable (voir Fig. 5.6). Les debits ordinairement rencontres 
fagonnent le cours d’eau : la geometrie du lit (section en travers, granulometrie, etc.) est calibree par 
le cours d’eau de telle sorte qu’elle soit compatible avec le debit moyen transitant par ce cours d’eau. 
Pour cette raison, on trouve qu’il existe des correlations fortes entre debit et dimensions de la section 
du cours d’eau; comme le montre la figure 5.7, la largeur au miroir varie a peu pres lineairement avec 
le debit de plein bord. On parle de debit dominant pour designer un debit (suffisamment eleve) qui est 
capable de modifier la geometrie du lit. En fonction du terrain (pente, nature geologique du terrain, 
etc.), le cours d’eau a plusieurs possibilites pour optimiser le transit d’eau en ajustant la largeur, la 
profondeur, la sinuosite, etc. 
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Figure 5.6 : variation du debit de pointe journalier sur la riviere Lon za (Valais) sur la periode 1974-1999. 
Chaque point represente le debit maximal journalier. 


Une difhculte supplementaire dans l’etude de la stabilite d’un lit sur le long terme est qu’outre 
le debit liquide a faire transiter, il y a egalement un transport de sediment. Les sediments sont issus 
des pentes en montagne ; ils arrivent dans le cours d’eau sous forme de blocs grossiers et d’elements 
plus ou moins fins. Ces elements sont transportes et subissent une degradation progressive et un tri 
granulometrique d’autant plus marque que la pente du lit devient faible ; pour ces raisons, on observe 
que le diametre moyen des grains du lit diminue regulierement entre la source et le debouche du cours 
d’eau dans la mer ou l’ocean. 

Une riviere alluviate est un cours d’eau, dont le lit est creuse dans des depots de sediments qui 
ont ete transportes et deposes anterieurement par la riviere 4 . La section du lit est done le fruit 
d’un ajustement entre le transport de sediment et le debit. Pour un meme cours d’eau, selon la 
section consideree, il existe en effet des interrelations etroites entres capacite de transport solide, debit 
liquide, et caracteristiques geometriques. Comme le montre la figure 5.7, on trouve des correlations 
entre parametres d’ecoulements et les variables caracterisant la geometrie du lit. Ces interrelations 
sont generalement stables et laissent penser qu’il existe un etat de pseudo-equilibre du cours d’eau 
ou les variations locales et temporelles des debits solide et liquide sont contrebalancees sans probleme 
particulier par differents mecanismes. On parle souvent d ’equilibre dynamique du lit pour designer cet 
ajustement continuel du cours d’eau autour d’un etat d’equilibre. Il existe cependant des circonstances 
pendant lesquelles cet equilibre peut etre compromis : typiquement lors d’une crue de periode de retour 
elevee (de quelques annees a centaines d’annees) ou bien a cause de Faction de l’homme (construction 
d’un barrage, prise d’eau, etc.), P equilibre d’un cours peut etre rompu, causant des desordres graves, 
brutaux, et rapides. Selon un concept developpe par Lane au cours des annees 1950, l’interrelation 
entre charges solide et hydraulique peut se resumer a travers une relation Qt&nO oc d^q s , ou Q est 
le debit liquide, tan 6 la pente, dso le diametre median des particules, et q s le debit solide (Church, 
2006). 

Compte tenu de la variation de la pente du cours d’eau et de la taille des sediments, la geometrie 
du cours d’eau varie de fagon tres significative entre la source et le debouche (voir figure 5.8). Dans la 

4. Certains cours d’eau comme les torrents de montagne dans des gorges ou coulant sur des depots morainiques ne 
font pas partie des ecoulements alluviaux. 
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Figure 5.7 : relation entre largeur miroir et debit de plein bord pour des rivieres de la region Alberta 
(Canada). D’apres des donnees de donnees collectees par Gary Parker. La largeur au miroir a ete ecrite sous 
forme adimensionnelle : B = B/d$o et Q = Q/(d^^/g), avec dso le diametre median des grains composant le 
lit. 
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partie amont, ou le sediment est fourni a la riviere, la pente est generalement forte et le lit est droit 
(quand il est vu en plan) ; le lit peut etre incise dans un material! different des sediments qu’il transporte 
ou bien prendre place dans ses depots alluvionnaires. Au contraire, dans les zones de plaine, le cours 
d’eau coule exclusivement sur son propre alluvion generalement compose de materiaux fins (limons, 
sables, materiaux organiques). La sinuosite du lit croit le plus souvent de fagon inverse a la pente 
du lit ; inversement, plus la pente est faible, plus le cours d’eau a tendance une section d’ecoulement 
unique et bien calibree (section homogene). La figure 5.8 montre de fagon plus precise la forme prise 
par un cours d’eau et le role des depots de sediments. 

Le profil longitudinal d’une riviere montre egalement une tres grande variability En general, meme 
a faible debit liquide (et transport solide), un lit initialement plan ne le reste jamais bien longtemps. 
Comme le schematise la figure 5.9, si Ton part d’un lit plan (regime hydraulique dit inferieur, « lower 
regime » en anglais) et que le debit liquide est faible, mais suffisant a transporter un peu de sediment, 
on observe la formation d’ondulations (« ripples » en anglais), qui croissent, migrent, coalescent avec 
d’autres structures. Finalement, leur stade mature est une structure morphologique appelee dune 
quand celle-ci se deplace dans le sens du courant et anti- dune quand elle remonte le courant. 

La figure 5.10 montre comment evolue le fond quand on augmente le nombre de Froude. Typique- 
ment partant d’un etat ou le lit est plan, de petites ondulations apparaissent rapidement (A), puis si 
le courant augmente, des structures telles que des dunes se forment (B et C). Au cours d’une crue, ces 
structures peuvent etre detruites, le lit redevenant plan, mais l’ecoulement d’eau est fortement charge 
en sediment (D et E). Si le debit augmente encore, le lit developpe de nouveau des structures, qui 
peuvent migrer a contre courant (F et G). Pour les rivieres torrentielles caracterisees par une valeur 
elevee du nombre de Froude, le lit presente souvent une alternance de seuils et de mouilles (pools 
and steps, voir H). La figure 5.11 presente une classification des structures morphologiques du lit en 
fonction des nombres de Froude et de Reynolds. On voit ainsi que la limite entre regimes d’ecoulement 
inferieur et superieur varie fortement entre le domaine des rivieres (faible nombre de Reynolds parti- 
culaire car le lit est compose de sediment fin) et celui des rivieres torrentielles (valeur eleve de Re car 
le diametre d$o des grains du lit est grand). 

Ces structures morphologiques evoluent en permanence. Contrairement a ce qui en a ete souvent dit 
dans la litterature, elles n’adoptent pas necessairement une taille identique et ne sont pas regulierement 
espacees (comme peut le laisser croire la figure 5.9), mais au contraire montrent une tres grande variete 
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pente 



Figure 5.8 : vue en plan du lit d’une riviere. 


de formes, de grandeurs, et de disposition. Ce sont des exemples de structures auto-organisees. Pour 
caracteriser la rugosite du lit induite par des structures on peut introduire un parametre de rugosite, 
qui n’est rien d’autre que la moyenne quadratique de la cote du lit en un certain nombre de points 
regulierement espaces sur une longueur L : 


w(L,t ) 



- b ) 2 


1/2 


(5.1) 


ou b(xi : t ) est la cote du lit mesuree en Xi au temps t, k est le nombre de points consideres sur la 
longueur L , et b est la cote moyenne du lit sur la longueur L. Comme lc montre la figure 5.13, les 
donnees de laboratoire ou les mesures in situ montrent que la rugosite ainsi definie est une grandeur 
robuste pour le meme cours d’eau et qu’elle varie comme une loi puissance : 

w oc L 0 - 64 . 
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Figure 5.9 : au cours du temps, des structures morphologiques se developpent dans les lits de sable (ou de 
gravier) lorsque le debit d’eau est sufRsant ( Coleman & Melville, 1996) 



Figure 5.10 : evolution des structures morphologiques du lit en fonction du regime. 
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Figure 5.11 : classification des structures en fonction du nombre de Froude et du nombre de Reynolds 
particulaire. D’apres (Julien, 1994). 



Figure 5.12 : au cours du temps, des structures morphologiques se developpent dans les lits de sable (ou de 
gravier) lorsque le debit d’eau est suffisant (Jerolmack <fc Mohrig, 2005) 
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Figure 5.13 : au corns d u temps, des structures morphologiques se developpent dans les lits de sable (ou de 
gravier) lorsque le debit d’eau est sufRsant (Jerolmack & Mohrig, 2005) 
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Figure 5.14 : l’alternance de seuils et de mouilles existe meme pour les tout petits corns d’eau. 



Figure 5.15 : turbulence dans un riviere a gravier (Severaisse, Hautes-Alpes) . 
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5.2 Hydraulique des canaux 


Le theoreme de Bernoulli offre une application interessante pour etudier des ecoulements perma- 
nents dans des canaux. Rappelons que ce theoreme enonce que l’energie + p + k se conserve lc long 
d’une ligne de courant pour un fluide non visqueux (avec p la pression, T le potentiel gravitaire, et 
k = \gu 2 l’energie cinetique). Pour les fluides visqueux ou turbulents (ce qui est le cas en hydraulique), 
il faut tenir compte de la dissipation d’energie, quo Ton appelle perte de charge. Pour comprendre cette 
notion de dissipation, on peut faire une analogie utile avec le mouvement d’une bille le long d’un profil 
en forme de montagnes russes. Si la bille est non frottante (pas de dissipation d’energie) et qu’on la 
lache d’un point A, elle va rejoindre un point C a la meme altitude que le point A. Tout le long du 
trajet, l’energie totale E t , c’est-a-dire la somme de l’energie cinetique E c et de l’energie potentielle E p 
se conserve : toute augmentation d’energie cinetique se traduit par une diminution d’energie potentielle 
et vice-versa. Dans le cas reel, le mouvement dissipe de l’energie (sous forme de chaleur) et il s’ensuit 
que la bille remonte jusqu’a un point C dont l’altitude est inferieure a l’altitude initiale. La difference 
d’altitude traduit la perte d’energie (perte de charge) subie par la bille. On a done ecrit 


A E c + A E p — A Et, 

ou A represente la difference d’energie entre l’instant final (lorsque la bille est en C) et l’instant 
initial (bille en A). Cette relation trouve son pendant en hydraulique (ou l’ou convertit les energies et 
potentiels en equivalent d’hauteur en eau en divisant par gg) : 

— A(^> +p + k) = AH, 

Q9 

avec AH la perte de charge. 




Figure 5.16 : mouvement d’une bille sous l’effet de la pesanteur. (a) cas ideal ou la bille est non frottante. (b) 
cas reel, ou le mouvement de la bille s’accompagne d’une dissipation d’energie. La ligne en pointille represente 
la variation de 1’ energie totale Et tandis que la courbe tiretee decrit la variation de V energie cinetique E c au 
cours du mouvement de la bille. 


On va commence!' par definir la notion de charge. 


5.2.1 Charge totale et charge specifique 


Considerons dans tout ce qui suit un canal ou une riviere de 
debit total est note Q ; le debit par unite de largeur est done q 
s’ecrit : 


H — ye + h + 



section rectangulaire de largeur B. Le 
= Q/B. La charge totale hydraulique 


h s 


avec ye la cote du fond, h la hauteur d’eau, et u la vitesse moyenne de beau (it = q/h). La charge totale 
represente l’energie totale ^ (energie potentielle + energie piezometrique + energie cinetique) traduite 
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en termes de hauteur (c’est-a-dire en divisant l’energie par gg). Comme le montre la figure 5.17, si 
on place un tube piezometrique (vertical) dans un ecoulement permanent a surface libre, on n’observe 
aucune remontee (hormis capillaire) car la pression est hydrostatique au sein de l’ecoulement ; en 
revanche, si l’on place un tube de Pitot, on observe une remontee de fluide, qui (en moyenne) est 
u 2 / (2 g). La charge specifique H s calculee en termes de hauteur est la somme de la hauteur d’ecoulement 
h et de la hauteur u 2 /(2g). 









] u 2 

+ 2^ 

h + u 2 /(2g) 








Figure 5.17 : charge hydraulique dans un ecoulement a surface libre. 


z 



X 


Pour simplifier, on a neglige le terme cos 6 devant h dans le terme de pression car le plus souvent 
on applique les calculs pour des canaux et riviere a faible pente ; il faut penser a reintegrer ce terme 
pour des calculs a forte pente. La quantite 


u 2 

H s = h + — 

2 g 

s’appelle Venergie specifique et represente l’energie du fluide a une cote donnee (pression + energie 
cinetique) ; la charge totale est done la somme de la charge specifique H s et de l’energie potentielle ye. 
Pour une pente donnee, l’energie specifique est une fonction de la hauteur ou bien du debit. 


Debit a charge specifique constante 

Si on ecrit la charge specifique comme une fonction de la hauteur, on a : 


H s (/i) — h + 


q 2 

2 gh 2 ’ 


d’ou Ton tire que le debit par unite de largeur q = uh vaut 


q(h) = \j2gh 2 (H s - h ). 


ou sous forme adimensionnelle 


q* = 


q( h ) 

VaH! 


y/W-O, 


(5.2) 
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avec £ = h/H s . II s’agit d’une courbe en cloche asymetrique prenant sa valeur maximale en £ 
( h = 2H s /3) puisque 


d q* 


2-3£ 


0 pour £ 


2 

3' 


2/3 



€ 


Figure 5.19 : variation de l’energie speciGque avec la hauteur d’ecoulement. 


II s’ensuit que le debit ne peut pas prendre n’importe quelle valeur, mais varie entre 0 et q m ax = 
yj gh 3 = y/8g H^/27. On note que pour ce debit maximal, on a Fr = 1 avec Fr = u/y/gh. Dans un 
cours d’eau, le debit maximal qui peut etre atteint pour une charge specifique donnee dans une section 
s’appelle le debit critique car il est associe a la condition Fr = 1, qui marque la transition entre deux 
regimes avec des comportements tres distincts : les regimes supercritique et subcritique. La hauteur 
associee a ce debit s’appelle la hauteur critique h c . 

En resume, il existe deux regimes possibles : 

- un regime supercritique (regime appele aussi torrentiel) : h <h c \ 

- un regime subcritique (regime appele fluvial) : h > h c . 


Hauteur a debit constant 


Si Ton se place a un debit donne 0 < q < qmax, l’energie specifique est une fonction de la hauteur : 


H s ( h ) — h + 


JL 

2 gh?' 


que l’on peut ecrire egalement sous forme adimensionnelle en divisant par la hauteur critique 


h c = Vq 2 /g 


(rappelons que c’est la hauteur pour laquclle le nombre de Froude vaut 1) 


avec ^ = h/h c . La courbe correspondante est reportee a la figure 5.20; le comportement de cette 
courbe est le suivant : 

- quand h — > 0, H s oc q 2 h~ 2 — > oo : la charge diverge aux faibles profondeurs. On est dans le 
regime supercritique ; 
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quand h — > oo, H s oc h : la charge specifique tend asymptotique vers la droite H s = h ; on est 
dans le regime subcritique. 



£ 


Figure 5.20 : variation de l’energie specifique a vec la hauteur d’ecoulement. 


Le minimum de H s est atteint pour la hauteur critique puisque 


d-ff* _ 2 1 


0 pour £ = 1. 


Le diagramme H s = if s (£) (voir figure 5.20) permet de raisonner qualitativement sur la forme des 
courbes de remous pour un trongon de canal dont la pente moyenne est notee i = tan 9. II faut pour 
cela bien distinguer le cas supercritique du cas subcritique. Considerons un regime subcritique sur une 
marche d’escalier de hauteur p = Zb — z a . 



Figure 5.21 : courbe de remous sur une marche d’escalier en regime subcritique. 


La charge totale se conservant 5 , on doit avoir une diminution de la charge specifique d’une valeur 
egale a p 

u 2 

H A = H B =z + h + — => H a (B) = H S (A) — p. 

2 g 


5. Sur de court es distances, les pertes de charge sont negligeables. 
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Figure 5.22 : variation de l’energie speciGque avec la hauteur d’ecoulement. 


Sur la figure 5.22, on a represente les etats (£ = h/h c , H *) correspondants aux points A et B. 
Le point B est obtenu en operant une translation verticale —p/h c . On note que la hauteur hb en B 
est necessairement plus faible qu’en A. On peut reproduire le raisonnement dans le cas d’un regime 
supercritique et on trouve un resultat oppose : au passage d’une marche ascendante, la courbe de 
remous est croissante (augmentation de la hauteur entre les points A’ et B’ sur la figure 5.22). 


5.2.2 Courbes de remous obtenues par l’equation de Bernoulli 

L’equation de Bernoulli permet egalement de trouver la variation de la cote de la surface libre 
pour une regiment graduellement varie permanent. Cette equation s’appelle equation de remous. En 
differentiant la charge totale H par rapport a i et en introduisant la pente de frottement : jf = 
—dH/dx, on a : 

dh d q 2 

~ Jf ~ 1 + d^ + d7 2^’ 


soit encore : 


dh 

jf ~i 

dx 

Fr 2 - 1 


(5.3) 


La perte de charge j / represente la dissipation d’energie par la turbulence. On verra plus loin dans ce 
chapitre (voir § 5.3) qu’il existe plusieurs lois empiriques pour estimer jf : 

- loi de Chezy 6 : 

u 2 

Jf = C*h’ 

avec C le coefficient de Chezy. Le plus souvent, on a C dans la fourchette 30 — 90 m 1 / 2 s -1 ; 


6. Antoine de Chezy (1718-1798) etait un ingenieur civil frangais. On lui doit la conception du canal de l’Yvette, qui 
alimentait Paris en eau potable. C’est a cette occasion que fut proposee la premiere formule connue reliant la pente d’un 
canal, la geometrie de la section en travers, et le debit. II introduit egalement la notion de rayon hydraulique. 
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- loi de Manning 7 -Strickler 8 : 

u 2 

Jf = K 2 h 4 /3 ’ 

avec K le coefficient de Manning-Strickler. En pratique, K varie le plus souvent dans la gamine 
10 — 100 m 1 / 3 s _1 . II existe aussi des formules qui lient la valeur de K au diametre des grains 
composant le lit. Par exemple, la formule de Jaggi donne K = 23,2/dgQ 6 avec dgo le diametre tel 
que 90 % des grains ont un diametre inferieur. 

On se referera au § 5.3.2 pour plus de details. 


7. Robert Manning (1816-1897) etait un ingenieur irelandais, travaillant tout d’abord dans l’administration irelandaise 
(drainage) avant de fonder sa propre societe (travaux portuaires). II est surtout connu pour la formule qu’il proposa en 
1895 et qui synthetisait les donnees obtenues precedemment par le frangais Henry Bazin. 

8. Albert Strickler (1887-1963) etait un hydraulicien suisse. La premiere partie de sa carriere fut consacree au deve- 
loppement de micro-centrales electriques ; il dirigea notamment la Societe suisse de transmission electrique jusqu’a sa 
dissolution en 1939. Apres 1939, il travailla comme consultant independant, principalement en Suisse alemanique. Le 
nom de Strickler est surtout connu grace a l’important travail experimental, qui permis d’etablir la formule qui porte 
son nom et qui reprend les lois precedemment developpees par Philippe Gauckler et Robert Manning. 
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5.3 Regime permanent uniforme 

5.3.1 Relation d’equilibre pour un regime permanent uniforme 

Considerons un bief uniforme (section en travers uniforme, rugosite uniforme) de pente i = tan 6 > 0 
et un debit constant. Dans ces conditions, on peut observer un regime permanent uniforme ou il y a 
equilibre parfait entre frottement aux parois et force motrice (gravite). La hauteur est appelee hauteur 
normale. Considerons une tranche de fluide le long du lit (sur un petit morceau de bief AB) et ecrivons 
que toute la force de pesanteur du volume de fluide soit etre entierement repris par le frottement aux 
parois (voir figure 5.23). 




Figure 5.23 : equilibre d’une tranche de fluide. La hauteur h est id le tirant d’eau puisqu’elle correspond a 
la hauteur maximale d’eau dans le corns d’eau. 


Pour un canal infiniment large, la contrainte a la paroi s’obtient a partir des equations de la 
conservation (locale) de la quantite de mouvement en regime permanent uniforme. On peut aussi 
l’obtenir en ecrivant que le frottement au fond soit reprendre exactement le poids de la colonne d’eau 
au-dessus pour qu’il y ait equilibre, soit : 


T P = gghsmO , 

De fagon plus generale, pour un canal de section quelconque, le frottement le long du perimetre mouille 
doit compenser la composante motrice du poids, soit 

XT P = Sgg sin6», 


avec x le perimetre mouille, ce qui donne : 


t p = ggs\n6R H « ggiR H , 


(canal de section quelconque). Pour des pentes faibles, on a sin# « tan0 = i. 


(5.4) 


Relation avec le theoreme de Bernoulli : 

Le theoreme de Bernoulli s’ecrit sur une petite tranche du bief de longueur 8L = dx (voir figure 
5.24) 

Vt(A) + h(A) + ^ = yt (B) + h(B ) + + A H, 

2 g 2 g 

avec ye la cote du fond. Comme le regime est suppose permanent et uniforme (m(A) = u(B) et 
h(A) = h(B )), on deduit que 

ye(A) = ye(B) + AH. 

En introduit la pente ye(A) — ye{B ) = idx et la perte de charge AH w d H, on tire idx = d H. 
On introduit la pente de la perte de charge appelee pente de frottement (voir ci-dessous l’utilisation 
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du theoreme de Bernoulli): jf = dH/dx , avec H la charge hydraulique. La condition d’ecoulement 
permanent uniforme s’ecrit alors : 

i = jf- 



5.3.2 Loi de frottement 

Plusieurs lois empiriques ont ete proposees pour etablir la relation entre t p et les variables d’ecou- 
lement u et h. Ces lois expriment les pertes de charge regulieres dues aux frottements le long du lit 
(dissipation dans la couche limite) et par dissipation d’energie turbulente. 

II existe egalement des pertes de charges singulieres dues, par exemple, a la sinuosite du lit (provo- 
quant des courants secondaires), a des obstacles (ponts, rochers, epis), a des changements de section. 
II est possible de tenir compte de ces dissipations d’energie localisees, mais c’est un exercice assez 
fastidieux et complexe qui est rarement entrepris en ingenierie. Assez souvent, ces pertes de charge 
singulieres sont prises en compte en augmentant artificiellement les pertes de charge regulieres. 


Loi de Manning-Strickler 

La loi la plus employee car valable pour une large gamine de debits et de rugosite est la loi de 
Manning-Strickler ; la contrainte parietale s’ecrit 


gg u 2 

T P K 2 1/3 ’ 

n H 


(5.5) 


avec K le coefficient de Manning-Strikler souvent relie a la rugosite du lit, par exemple la loi de 
Meyer-Peter 9 & Muller 10 (1948) : 


9. Eugen Meyer-Peter (1883-1969) commenga sa carriere comme ingenieur pour la societe Zschokke a Zurich. En 1920, 
il fut nomme professeur d’hydraulique de l’ETHZ et crea un laboratoire d’hydraulique pour etudier experimentalement 
des ecoulements graduellement varies, du transport solide, de l’affouillement de fondations, etc. Les travaux les plus 
connus de Meyer-Peter sont ceux relatifs au transport de sediment dans les rivieres alpines, notamment la formule dite 
Meyer-Peter-Miiller (1948) obtenue par la compilation de donnees experimentales obtenues pendant 16 annees a l’ETHZ. 

10. Robert Muller (1908-1987) etait un ingenieur hydraulicien suisse specialise dans le transport de sediment et les 
problemes d’erosion. II fit l’essentiel de sa carriere au VAW de l’ETH, ou il travailla notamment avec Hans Einstein 
et Eugen Meyer-Peter. En 1957, il demissionna et exerga une activite de conseil en hydraulique. Il s’interessa plus 
particulierement a la correction des eaux dans le canton du Jura et a la liaison des lacs de Murten, Bienne, et Neuchatel. 
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ou bien sa variante actuelle (formule de Jaggi, 1984) : 


K = 


26 

IV6 


23,2 

u 90 


ou d 90 est diametre des gros blocs (90 % des blocs ont un diametre plus petit que d 90 ) ; ce diametre 
caracteristique sert aussi a definir une echelle caracteristique k s = 2dgo, qui est utilisee notamment 
dans la formule de Keulegan. Les valeurs de K sont tabulees en fonction du type de cours d’eau : 

- canal en beton lisse : K = 55 — 80 m 1 / 3 s _1 ; 

- canal en terre : K = 40 — 60 m 1 / 3 s _1 ; 

- riviere a galet, rectiligne, section uniforme : K = 30 — 40 m 1 / 3 s _1 ; 

- riviere avec meandre, sinuosite, etc . : K = 20 — 30 m'^s -1 ; 

- riviere vegetalisee ou torrent : K = 10 m 1/,3 s _1 . 

Principalement dans les pays anglo-saxons, on ecrit aussi K en fonction du coefficient de Manning n 



Notons que la formule de Manning-Strickler ne s’applique pas sur des fonds tres lisses (beton lisse par 
exemple). On pose parfois la relation suivante 



K < 78u 1/6 , 


qui fournit la borne superieure du coefficient K en fonction de la vitesse moyenne u. En pratique, cette 
borne superieure se situe entre 80 et 100 m 1 ' 3 s _1 . 

+> On se reportera a la publication « Rauheiten in ausgesuchten schweizerischen Fliessgewassern » 

(en allemand) du Bundesamt fur Wasser und Geologie (maintenant rattache a l’Office federal de l’ener- 
gie) pour une analyse de 12 cours d’eau en Suisse pour differents debits. Cet ouvrage fournit une estima- 
tion du parametre de Manning-Strickler K en fonction des conditions hydrologiques, morphologiques, 
granulometriques, et hydrauliques. 

On pourra aussi se referer au site wwwrcamnl.wr. usgs.gov/sws/fieldmethods/Indirects/nvalues/index.htm 
pour un catalogue de valeurs de n = 1 /K pour differentes rivieres (americaines) ; le tableau fournit a 
la fois des photographies de biefs et les caracteristiques des sections mouillees. 


Loi de Darcy- Weisbach 


Pour les ecoulements en charge, on employe le plus souvent la formule de Darcy- Weisbach. Cette 
formule et ses variantes peuvent egalement s’appliquer a l’hydraulique a surface fibre, surtout dans le 
cas de fond relativement lisse 

t p = (5.6) 

avec : 

1 o, ( k ° , 2 ^ 51 A 
v7 ° Sio \U,8Rh ReV/J’ 

(formule de Colebrook- White ou Ton remplace le diametre hydraulique par 4 Rh)- Cette equation non 
lineaire est complexe a resoudre et on lui prefere une forme approchee : 



3,38 + 5,75 log 10 


Rh 

d$4 


(5.7) 


On prendra garde que dans un certain nombre de formules de resistance (dont la loi de Darcy- 
Weisbach), le nombre de Reynolds est defini a partir du rayon hydraulique 


Re = 


4 Rhu 
v 



car en hydraulique en charge, le nombre de Reynolds est defini a partir du diametre hydraulique Du 
et qu’on a Dh = 4 Rh. 
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Loi de Chezy 

La loi de Chezy est la formule historique, peu utilisee aujourd’hui si ce n’est pour obtenir des ordres 
de grandeur 

69 -2 (r o\ 

T P = ^ 2 U ’ ( 5 - 8 ) 

avec C le coefficient de Chezy variant dans la fourchette 30-90 m 1 / 2 s _1 (du plus rugueux au plus 
lisse) . 


Loi de Keulegan 


Pendant longtemps, on a utilise le profil de vitesse logarithmique (en principe valable uniquement 
pres du fond) pour decrire tout le profil de vitesse d’un ecoulement hydrauliquement turbulent dans 
un canal. Fondee sur cette approximation, la loi de Keulegan 11 est une formule bien adaptee pour les 
ecoulements sur des lits a gravier. Elle revient a supposer que la contrainte a la paroi serait similaire 
a celle donnee par la formule de Chezy, mais avec un coefficient C = ln(ll h/k s ) fonction de la 

hauteur d’eau et de la rugosite, soit encore : 


In 2 (11 h/k s ) 


Qu 2 , 


(5.9) 


avec k la Constance de von Karman et k s une taille caracteristique des rugosites du lit (fc s ~ 2dgo). La 
formule est valable tant que le fond est suffisamment rugueux, c’est-a-dire h/k s < 10. Cette formule 
peut se generaliser a des geometries plus complexes en substituant la hauteur h par le rayon hydraulique 
Rh- 

Notons que de nos jours, on prefere employer une loi puissance de type Manning-Strickler plutot 
qu’une loi logarithmique pour relier le coefficient de Chezy aux parametres hydrauliques. Par exemple, 
pour des lits a gravier (fond mobile), la formule de Parker donne 

/ h \ 1/6 

C= 8 ’ 10 ^U) • 


qui fournit des resultats bien meilleurs que la formule de Keulegan pour des lits tres rugueux (h/k s < 5). 


Synthese 

On en deduit facilement les differentes formules du regime permanent uniforme ; elle sont recensees 
dans le tableau 5.2. La relation q = f{h) (ou bien u = f{h )) est appelee courbe de tarage ou bien loi 
d’ ecoulement ou bien encore debitance du canal. 


11. Garbis Hvannes Keulegan (1890-1989) etait un mecanicien americain d’origine armenienne. II commenga ses etudes 
en Turquie, puis emigra aux Etats-Unis pour les achever. II fit l’essentiel de sa carriere dans le National Bureau of 
Standards (NBS), ou il participa a la creation du NBS National Hydraulic Laboratory. Ingenieur de recherche, il travailla 
principalement sur les ecoulements turbulents stratifies. La loi qui porte son nom date de 1938 et resultait d’une etude 
experimentale des profils de vitesse pour des ecoulements a surface libre dans des canaux rugueux. 


5.3 Regime permanent uniforme 


101 


Tableau 5.2 : vitesse moyenne, hauteur normale, et pente de frottement selon la loi de frottement utilisee. 
loi de frottement u h„ a jf 


KVi 


Manning-Strikler u = Ky/iR 2 ^ 3 h n = 

I — / I — _ \ 2/3 

Darcy- Weisbach u = *1 ^j-ViR 1 ^ 2 h n = ( qJ -J~r) jf 

V / V V J 

u = cViR]i 2 


Jf 


Chezy 


h n = \ q 


CVi 


2/3 


K 2 R ^ 3 
u 2 f(Rn) 
2 g 4 Rh 
-2 


C 2 R h 


uniquement pour un canal infiniment large 
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5.3.3 Justification physique 


Dans la majorite des cas, le regime d’ecoulement de la phase fluide est turbulent. Une loi de 
comportement prenant en compte la turbulence peut s’ecrire sous la forme suivante : 


S = —pi + 2 pD + ( QfU ' ® u') 


ou u' est la fluctuation de vitesse, <> designe un operateur moyenne. Dans cette expression, le 
premier terme represente les effets de pression du fluide (a cause de l’incompressibilite c’est un terrne 
indetermine qui doit etre trouve en resolvant les equations du mouvement). Le second terme (loi de 
Newton) represente les termes de viscosite. Le troisieme terme, appele tenseur de Reynolds, represente 
les effets des fluctuations de vitesse liees a la turbulence. Une pratique courante consiste a negliger la 
contribution visqueuse (compte tenu du nombre de Reynolds) et a supposer que les fluctuations de 
vitesse sont du meme ordre de grandeur et peuvent etre liees a la vitesse moyenne du fluide de la fagon 
suivante : 


u 


/ 

X 


dUy 

dy 


Cette hypothese, due a Prandtl, tire son origine d’une analogie avec le libre parcours moyen d’une 
particule dans la theorie cinetique des gaz de Boltzmann. Le coefficient de proportionnalite £ m in- 
troduit dans l’equation est appele longueur de melange. La valeur de la longueur de melange a ete 
deduite experimentalement. Une difhculte dans la determination de l m est qu’clle n’a pas en general 
de caractere intrinseque excepte dans des regions sous influence de parois (ecoulements dits parietaux). 


y=h 

y=0,6h 

y-o,2h 

Yo 


zone dominee par la surface libre 


zone intermediaire 


zone sous influence de la paroi (zone logarithmique) 


Figure 5.25 : delimitation et typologie des zones turbulentes dans un ecoulement a surface libre. 


Ainsi, pour des ecoulement a surface libre dans des canaux droits inclines, il est possible de distin- 
guer grosso modo trois zones turbulentes : 

- pres de la paroi, la turbulence est generee par la rugosite et des processus internes lies a la sous- 
couche visqueuse (a proximite immediate de la paroi). Une hypothese usuelle tiree d’arguments 
dimensionnels est de relier la longueur de melange a la profondeur de la maniere suivante : 

£ m = ny 

avec k la constante de von Karman (k r; 0,4). Cette zone s’etendant sur environ 20 % de la 
hauteur d’ecoulement est appelee zone logarithmique pour des raisons indiquees ci-apres ; 
pres de la surface libre, la turbulence est fortement influencee par la surface libre ; 

- entre les deux interfaces, se trouve une region dite intermediaire ou la turbulence resulte d’echanges 
entre les deux zones productrices precedentes. La valeur de la longueur de melange dans les deux 
regions superieures peut etre estimee de la maniere suivante : 

£ m « Ph 

avec P un parametre empirique de valeur proche de 0,12. 
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Examinons ce qui se passe pour l’ecoulement pres de la paroi. En regime permanent uniforme, 
l’equation du mouvement s’ecrit : 

2 


r = g f gsmd(h — y) — Qf (^y^j 


oil Qjg sin 9{h—y) est la contrainte de cisaillement deduite de l’equation de conservation de mouvement 
en regime permanent uniforme. En introduisant la vitesse de frottement a la paroi 


\! T p/ Qf = \J gh sin 6, 


on obtient : 


du 1 u* j y 

d y k y V h 


En se limitant aux terrnes du premier ordre en y/h , puis par integration, on obtient le profil de 
vitesse a proximite de la paroi : 

k y 0 

ou yo est une profondeur a laquelle on admet que la vitesse s’annule. On trouve done que le profil des 
vitesses moyennes est logarithmique. Naturellement, cette expression, valable pour des parois lisses, 
doit etre corrigee si l’on veut prendre en compte une rugosite du fond. Pour des surfaces rugueuses, 
deux types de condition aux limites sont mis en evidence en fonction de la taillc typique des grains 
composant la rugosite (d s ) et de l’epaisseur de la sous-couche visqueuse (<$) : 

les surfaces dites lisses (d s -C 5) ; 

- cclles dites rugueuses (d s S). 

Pour une surface rugueuse, les experiences en conduite indiquent que la distance yo verifie : yo = 
d s / 30. Dans ce cas, par integration du profil des vitesses moyennes, on deduit que la vitesse moyenne 
de l’ecoulement est : 

u 1, 30 ft „ rl 11 ft 

— = — In — — « 2,5 in — — 

u* n d s d s 

En pratique, il est souvent commode d’exprimer la vitesse moyenne a la hauteur d’ecoulement par 
l’intermediaire du coefficient de Chezy C : 

u = CV sin Oy/h, 


On obtient par simple comparaison : 


c = di 1 “ 


7,83 In- 


lift 


Pour une surface plane (en pratique pour des rugosites de surface inferieures a 250 mm), les 
experiences montrent que la distance yo verifie : yo « zz/9 u«. On en deduit que le profil de vitesse pres 
d’une paroi lisse : 

9 u*y 


M* 


= - In- 

K 


Jusqu’a une epoque recente, une pratique courante consistait a extrapoler a tout l’ecoulement 
l’expression de la longueur de melange valable a la paroi. A partir des annees 1960, des terrnes de 
correction ont ete rajoutes pour tenir compte de la modification de la turbulence loin des parois. Parmi 
les plus connues, la loi (empirique) de sillage de Coles donne de bons resultats pour de nombreuses 
classes d’ecoulement. La methode consiste a ajouter a la loi logarithmique un terme correctif de la 
forme suivante : 

u 1 , y II 7 TZ 
— = - In — + — sm — , 

m* k yo k 

avec II un parametre d’intensite, valant approximativement 0,2 lorsque le nombre de Reynolds Re = 
uh/v est superieur a 2000 et proche de zero lorsque le nombre de Reynolds est inferieur a 500 (pour 
un canal a surface libre). Une autre methode de correction consiste a considerer la variation de la 
longueur de melange en fonction de la profondeur comme cela a ete vu plus haut. 
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5.3.4 Hauteur normale selon la section d’ecoulement 


Hauteur normale et courbe de tarage 


La hauteur normale est la profondeur moyenne d’eau en regime permanent uniforme. 

Elle se calcule en egalant contrainte parietalc et contrainte motrice. Par exemple, si l’on applique une 
loi de type Manning-Strickler, on obtient une equation implicite pour h n 


Q = hBu = KR% a y/iS, 


(avec S = hB = f(h n ) la section d’ ecoulement, B la largeur au miroir, Q le debit total, h la hauteur 
moyenne d’eau) qui peut se resoudre explicitement dans le cas d’un canal infiniment large ( B h, 
soit Rh ~ h ) : 


hn. — 



avec q le debit par unite de largeur. La hauteur normale est une fonction du debit et de la pente. 
Elle correspond au tirant d’eau pour un canal rectangulaire ou un canal infiniment large, mais s’en 
distingue dans les autres cas. A pente constante, la relation h = f(q ) est appelee courbe de tarage ou 
de debitance. Sa representation graphique se presente sous la forme d’une courbe avec deux branches : 


- pour les petits debits, une augmentation rapide de la hauteur avec le debit ; 

quand le debit depasse le debit de plein bord, le cours d’eau quitte son lit mineur, ce qui se 
traduit par une faible augmentation de la hauteur quand le debit croit. 



Les geometries de canaux les plus courantes sont la section trapezoi'dale (en terre pour la navigation 
et l’irrigation), rectangulaire (beton ou magonnerie pour les amenagements hydrauliques) , ou circulaire 
(en beton pour l’assainissement pluvial). 


Tableau 5.3 : hauteur, section, perime tre mouille pour trois geometries usuelles. 

type circulaire rectangulaire trapezoidal 

h R(l — cos 5) h h 

S R 2 (5 -sin S cos 5) Bh (B + b)h / 2 

X 2 R5 B + 2h 2h/cos</> + b 


Granulometrie et resistance a l’ecoulement 

La resistance a l’ecoulement est en grande partie liee a la taille des grains. Par exemple, il existe 
des formules empiriques donnant le coefficient de Manning-Strickler en fonction de la granulometrie 
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h 



Figure 5.27 : sections usuelles pour des canaux. 


telle que la formule de Meyer-Peter et Muller 


K = 


26 

TI*' 

u 90 


ou bien la formule plus de recente de Jaggi 


K = 


23,2 

7t/6’ 

^90 


ou encore celle de Raudkivi 


K = 


24 

Ip*' 

u 65 


avec des le diametre des particules tel que 65 % (en poids) des grains du lit aient un diametre inferieur. 

La morphologie d’un chenal varie en fonction de la pente de telle sorte qu’il y ait un certain equilibre 
entre la pente (terme gravitaire moteur dans les equations du mouvement), le debit liquide, et le debit 
solide : 


Pour les rivieres (naturelles) de plaine, la sinuosite du lit, la possibility de migration des meandres, 
et le developpement de structures morphologiques (dunes, bancs de sable) permettent d’obtenir 
cet equilibre moyen. 

Pour les rivieres torrentielles et les torrents, cet equilibre se manifeste principalement a travers 
un equilibre de la section en travers et il existe une relation entre granulometrie du lit, capacite de 
transport, et debit dominant ; la dissipation d’energie est variable en fonction de la composition 
granulometrique du lit (plus le lit est grossier, plus la dissipation d’energie est importante) et des 
structures morphologiques (distribution reguliere de seuils et de mouilles, antidune). En general, 
les lits composes d’elements granulometriques varies sont paves ( armoring en anglais), c’est-a- 
dire qu’il se forme une couche a la surface du lit, composee d’elements grossiers, offrant une 
bonne resistance a l’erosion et permettant de dissiper suffisamment d’energie. Le pavage est 
generalement stable (c’est-a-dire il n’est pas « affouille » par les petites crues), mais il peut etre 
detruit lors de grosses crues. Pavage et structures morphologiques evoluent sans cesse soit par 
ajustement local (petite crue), soit par destabilisation massive, puis restructuration; les echelles 
de temps associees varient fortement : 
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Tableau 5.4 : duree moyenne de vie T (en annees) du pavage et des structures morphologiques. 

type T 

pavage 1-2 

seuil 20-50 

alternance seuil/mouille 100-1000 


Limites des relations u(h, 9) 

La principale difficulte dans l’application des formules de regime permanent ou Ton suppose que 
u = u(h, 9) est que pour un certain nombre de rivieres, la pente est loin d’etre uniforme meme sur 
de petits espaces de longueur. Un exemple typique est donne par les rivieres torrentielles avec un lit 
irregulier fait de seuils et mouilles (« step and pool rivers » en anglais) qui 

- aux basses eaux montrent une courbe de remous tres irreguliere suivant le relief du lit (importante 
dissipation d’energie). Dans ce cas, le mouvement moyen n’est pas dicte par une relation de la 
forme u(h , 9) (succession de regimes graduellement et rapidement varies) ; 

- aux hautes eaux montrent une courbe de remous uniforme qui est plus ou moins parallele a la 
ligne moyenne du lit. Dans ce cas, il est possible d’aboutir a une relation u(h, 9). 

Pour ce type de riviere, il n’est pas possible de trouver une relation univoque u = u(h , 9) pour toutes 
les hauteurs d’ecoulement. Cette indetermination est aggravee lorsqu’il y a transport solide car les 
formes du fond peuvent changer au cours d’une meme crue, ce qui amene a un changement de la 
relation u = u(h , 9) pour un bief donne. 



niveau 
moyen 
du lit 


Figure 5.28 : forme de la courbe de remous en (a) basses eaux, (b) hautes eaux. 


De meme, le coefficient de rugosite du lit peut varier de fagon significative avec le tirant d’eau pour 
les raisons suivantes : 

- la rugosite du fond et des berges ne sont pas identiques (par exemple a cause de la vegetation). 
Il faut alors employer des methodes specifiques pour calculer une rugosite equivalente. Il existe 
plusieurs de ces methodes : methode d’Einstein, des paralleles confondues, etc. 

- si le cours d’eau deborde de son lit mineur, il va rencontrer une rugosite tres differente (terrains 
agricoles, routes, obstacles, etc.). 

Le coefficient de Manning-Strickler peut a la fois traduire la dissipation d’energie locale, c’est-a-dire 
due au frottement contre les grains du lit, mais egalement une dissipation d’energie plus globale liee a 
la dissipation turbulente. Cette derniere est en partie connectee aux structures morphologiques du lit, 
qui interagissent avec les grandes structures turbulentes advectees par l’ecoulement. Au cours d’une 
crue, les structures morphologiques peuvent evoluer fortement, ce qui dans certains cas peut aller 
jusqu’a leur destruction (voir figure 5.10). Dans ce cas-la, on assiste a une variation tres importante 
de la resistance a l’ecoulement ; cela se manifeste par exemple par une modification significative de la 
valeur de K au cours de la crue. La figure 5.29 montre un exemple de modification de la valeur du 
coefficient de Manning n = 1 / K durant une forte crue. 
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Figure 5.29 : variation de n = 1/K au corns d’une crue. 


Structure morphologique 

Toutes les relations vues precedemment ne sont valables que pour des cours d’eau a fond fixe et droit. 
Lorsque le lit presente des structures morphologiques (comme des dunes), une sinuosite (meandres), 
et un fond mobile, la resistance a l’ecoulement peut croitre de fa^on notable. 

Ainsi lorsqu’il y a des structures morphologiques de type dune, il faut tenir compte des dissipa- 
tions supplementaires induites. La dissipation d’energie due a la presence de ces structures peut etre 
importante. Elle est due : 

- a la creation de tourbillons a grande echelle au sein du fluide (processus predominant pour les 
dunes) ; 

- au remous de la surface fibre, avec parfois apparition de ressauts hydrauliques (processus predo- 
minant pour les anti-dunes). 



Pour quantifier ces effets, considerons une alternance de dunes le long du fit, de hauteur carac- 
teristique a et de longueur L. En premiere approximation, on peut admettre que l’on peut assimiler 
la dissipation d’energie induite par les dunes a une perte de charge singuliere : la dune se comporte 
comme un retrecissement de la section d’ecoulement, suivi d’un elargissement brusque. A l’aide d’une 
formule de perte de charge pour ecoulements divergents de type Borda, appliquee entre les points 1 et 
2, on trouve : 


Aifi = 


(ui - u 2 y 

‘ 2 g 


u 2 
"2 5 


© 2 . 


ou a est un coefficient de perte de charge. La profondeur d’eau h est calculee par rapport a une ligne 
fictive, qui represente l’altitude moyenne du fond (representee par une ligne fine a la figure 5.30). La 
vitesse au point 1 est done : u\ = q/(h — a/2) tandis qu’en 2, on a u 2 = q/(h + a/2). 
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Cette perte de charge singuliere s’ajoute a la dissipation d’energie par frottement sur le fond 


Cf 


Cf 


AH 2 = L — - « L— , 

R H 2g h 2g 

avec Cf = // 4 le coefficient de frottement qui peut etre relie, par exemple, au coefficient de Strickler 


_ 1 n -2 _ Q9 u 

t p- 2 CfgU ~ K 2 fid/s 
n H 


Cf = 


2 g 


K' 2 B l r { 3 ’ 


2 g 


ou bien au coefficient de Chezy 

_ ^ n -2 _ 89 -2 . 

T p ~ 2 CfQ u ~ (j2 U ^ ~ C 2 ’ 

La perte de charge totale est done 


On peut calculer un coefficient de frottement equivalent Cf comme etant la somme des pertes de 
charge locale dues a la dune : 


soit encore 


C}=C f +a 


Lh' 


On peut egalement en deduire un coefficient de Chezy equivalent : C eq . = ^2 g/CJ. On en deduit une 
nouvelle loi d’ecoulement similaire a l’equation (voir tableau 5.2) obtenue pour un regime uniforme 
sur fond plat : 


u = C , 


Lh 


Lh + aa 2 C 2 /(2g) 


\Zsi\\6\fh. 


Ce petit calcul simple permet de montrer que, plus la taille de la dune augmente, plus la vitesse 
moyenne d’ecoulement diminue. II existe des formules empiriques comme celle de Sugio pour des cours 
d’eau naturels (0,1 < d 50 < 130 mm) et des canaux (0,2 <k s <7 mm) : 

u = KR°/ 4 i 0 ’ 27 , 

avec K = 54— 80 pour des dunes, K = 43 pour une riviere a meandre. D’autres formules ont ete 
developpees, mais elles presentent a peu pres toutes l’inconvenient de ne fournir que des tendances car 
les donnees experimentales sont tres dispersees. 
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5.4 Regime permanent non-uniforme 

5.4.1 Canal large 

L’equation de remous peut se mettre sous la forme usuelle : 


dh 

3f~i 

da; 

Fr 2 - 1 ’ 


(5.10) 


ou Ton a introduit i = tan 9 et la pente de frottement 

T, 

Jf = 


P 


ggh cos 6 ’ 


et le nombre de Froude 


Fr = 


y/gh cos 9 


Dans le cas d’un canal infiniment large sur faible pente et d’une rugosite de type Chezy, on peut 
egalement la mettre sous la forme suivante dite equation de Bresse : 


d h 1 — (h n /h) 3 

= i- 


da; 1 — (h c /h) 3 ’ 


(5.11) 


ou Ton a pose : 

- la hauteur normale h n , qui est solution de l’equation t p = ggh n sin 9 (solution : h n = (q 2 / (C 2 i)) 1 ^ 3 
pour un canal infiniment large) ; 
la hauteur critique h c = ( q 2 /g ) 1 ^ 3 - 

Si on choisit une loi de Manning- Strickler, l’equation de Bresse s’ecrit alors 


d h _ . 1 ~(h n /h) w / 3 

da; 1 — {h c /h) 3 


(5.12) 


avec cette fois-ci h n = (q/(Ky/i)) 3 ' 5 . 

5.4.2 Canal quelconque 

Pour des canaux quelconques, on peut montrer que la definition du nombre de Froude est identique 
(puisque h = S/B). En revanche l’equation de remous est plus complexe car il faut tenir compte des 
eventuclles variations de la largeur au miroir B dans la direction d’ecoulement ; on montre qu’on 
aboutit a : 


d h 


da; ggS cos 9 


1 x t p ~ 99 & si 11 ^ — ghvrB'ix) jf — i — Fr 2 h/B 


Fr 2 - 1 


Fr 2 - 1 


(5.13) 


avec Fr = u/y/gK = Q\J~B / yj gS 3 et h — S/B. Notons que la formule du regime permanent se deduit 
de ces equations en prenant h'( x) = 0. 

# Demonstration. La relation de Bernoulli donne 

t(r 9 +h+z ) m - jf ’ 

avec jf la pente de frottement. Comme u = Q/S et S = Bh, on en deduit : 

d m 2 dh 
da: 2g + dx * ^ ’ 

or 

d_v?_ _ _ Q 2 B'h + h'B _ _ 2 B'h + h! B 

da; 2 g 2g S 3 g S 3 B 

On tire apres rearrangement 


jf — i — Fr 2 h/B 
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5.4.3 Courbes de remous 

En pratique, on cherche a resoudre une equation differentielle ordinaire du premier ordre sur un 
certain intervalle [0 ,L\ : 

d h _ jf-i _ N(h) _ , {h n /h) 10 / 3 - 1 
da; Fr 2 — 1 D(h) % (h c /h) 3 — 1 

avec, par exemple dans le cas la loi de Manning-Strickler, jf = u 2 /(K 2 h A ^ 3 ) , h c = q 2 /g, et h n = 

(q/(Ky/i)) 3 ^ 5 . C’est une equation differentielle non lineaire du premier ordre. Pour resoudre cette 
equation differentielle, il faut une seule condition aux limites (voir § 5.4.5). A noter en premier lieu le 
comportement quand le numerateur ou le denominateur s’annule : 

quand N = 0 c’est le regime permanent uniforme ; 

quand D = 0 la tangente de la courbe h{x) est verticale : variation brutale de hauteur d’eau. 

On est alors en dehors du cadre de nos hypotheses... Lorsque Fr = 1, l’ecoulement ne peut etre 

decrit par l’equation de la courbe de remous. 

Asymptotiquement pour x suffisamment grand, on a h{x) — >• h n . Si la longueur de l’intervalle est 
sufffsamment grande, on doit done trouver que que la hauteur tend vers la hauteur normale. Comme 
le montre la figure 5.31, la forme de la solution depend du signe de N et D ainsi que de la position de 
la condition aux limites (ici placee a l’aval) vis-a-vis des hauteurs normale et critique h n et h c . 


h 


h 





x 



0 


L 0 


L 


CL 


x 


regime subcritique h > h c 

N> Ocl D< 0 

h 



0 L 
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regime supercritique h<h 
N< Oct 0> 0 

h 
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CL_ 


x 


Figure 5.31 : comportement de la solution de l’equation de la courbe de remous en fonction de la position 
de la condition aux limites vis-a-vis de h n et h c . 


A noter enfin que la courbe h(x) tend toujours vers h n , mais si elle rencontre h = h Cl un ressaut 
hydraulique (ou bien une chute) se produit. Le passage transcritique produit une discontinuite de la 
solution. II faut alors recourir a une resolution de l’equation de part et d’autre de la discontinuite 
(ressaut ou chute), et relier les deux arcs de solution par une relation de conjugaison (voir § 5.5.2) 
ou un calcul de charge hydraulique au voisinage de la singularite (voir § 5.5.4). Pour les solutions 
continues, on peut proposer une classification de la forme des courbes de remous (voir § 5.4.4). 
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5.4.4 Classification des regimes d’ecoulement 

Auparavant on operait une classification des courbes de remous en fonction des valeurs respectives 
de h, h n , et h c . Quand la pente est positive (i > 0), on a: 

- profil de type M (« mild ») pour pente douce quand h n > h c \ 
profil de type S (« steep ») pour pente forte quand h n < h c . 

II faut ajouter les profils critiques C quand h = h c . Lorsque la pente est nulle, la hauteur normale 
devient infinie, la courbe de remous devient horizontale ; on parle de profil H. Lorsque la pente est 
negative, on parle de profil adverse A. Notons qu’il n’y a pas de hauteur normale dans ce cas-la. 

Canaux a faible pente : courbes Ml— M3 

Ce sont les courbes observees pour un canal descendant (i > 0) a pente faible (h n > h c ). On 
distingue trois branches : 

- h > h n > h c : la courbe est tangente a h n a l’amont et sa tangente devient horizontale a l’aval. 
On rencontre ce type de courbe a l’amont d’un barrage, d’un lac, ou d’un obstacle. Le profil est 
croissant {h! > 0). 

- h n > h > h c : la courbe est tangente a h n a l’amont. Le profil est decroissant (h' < 0). Sa 
tangente aurait tendance a devenir verticale a l’aval car la courbe de remous croise la hauteur 
critique. On rencontre ce type de courbe a l’amont d’une chute ou de toute variation brutale de 
la pente, ou il y a passage d’un ecoulement fluvial a torrentiel. 

- h n > h c > h: la courbe est tangente a h n a l’amont. Le profil est croissant ( h 1 > 0). A l’aval il 
se forme un ressaut. On rencontre ce type de profil a la sortie d’une vanne lorsque la pente du 
radier a l’aval est faible. 



M 


3 



h 


Figure 5.32 : allure des courbes. 
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Canaux a forte pente : courbes SI— S3 

Ce sont les courbes observees pour un canal descendant (i > 0) a pente forte ( h n < h c ). On 
distingue la encore trois branches : 

- h > h c > h n : la courbe est tangente a h n a l’aval et sa tangente tendrait a devenir verticale a 
l’amont car la courbe de remous croise la hauteur critique. On rencontre ce type de courbe a 
l’aval d’un barrage ou d’un changement de pente. Le profil est croissant {h' > 0). 

- h c > h > h n : la courbe est tangente a h n a l’aval. Le profil est decroissant (hf < 0). Sa tangente 
aurait tendance a devenir verticale a l’amont. On rencontre ce type de courbe a l’aval d’une 
augmention brutale de la pente, ou il y a passage d’un ecoulement fluvial a torrentiel, ou bien 
lors d’un elargissement brutal de la section d’ecoulement. 

- h c > h n > h: la courbe est tangente a h n a l’aval. Le profil est croissant ( h ' > 0). A l’aval il se 
forme un ressaut. On rencontre ce type de profil a la sortie d’une vanne denoyee lorsque la pente 
du radier a l’aval est forte. 




Figure 5.33 : allure des courbes. 
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5.4.5 Conditions aux limites 

De nos jours, on resout numeriquement Pequation de remous. Comme il s’agit d’une equation 
differentiellc du premier ordre, il suffit de connaitre une seule condition aux limites. En pratique, on 
ne peut pas choisir n’importe comment la position amont / aval de cette condition. Elle est fixee par la 
possibilite qu’a « l’information » de se propager. Par information , il faut comprendre le deplacement 
d’une perturbation de l’ecoulement, qui se se presente sous la forme d’une petite variation locale de 
hauteur (intumescence; voir figure 5.34). Cette perturbation se propage a la vitesse u' = u ± c avec 
c = \fgh la vitesse de propagation des ondes en eau peu profonde. Cette vitesse peut s’ecrire aussi en 
fonction du nombre de Froude 

u' = u± \fgh = ^/gh{ Fr ± 1), 

ce qui montre que pour un regime supercritique (Fr > 1), les deux vitesses de propagation sont positives 
et done l’information ne se propage que de l’amont vers l’aval alors qu’en regime subcritique (Fr < 1), 
elle se propage dans les deux sens. Cela veut aussi dire qu’une modification d’un ecoulement en un 
endroit donne produit une perturbation qui remonte le cours d’eau et peut done modifier ce que se 
passe a l’amont. 


h 



Figure 5.34 : propagation d’une petite intumescence a la vitesse c = \fgh le long de la surface libre d’un 
ecoulement de vitesse moyenne u. 


En consequence, on retient que : 

- pour un regime subcritique (fluvial), la condition aux limites pourrait en principe etre choisi a 
l’amont ou a l’aval, mais en pratique comme ce qui se passe a l’aval se propage vers l’amont et 
modifie ce qui s’y passe, e’est une condition aux limites placee a l’aval que l’on considere ; 

- pour un regime supercritique (torrentiel) , il faut placer la condition aux limites a l’amont. 

L’imposition d’une condition aux limites dans un cours d’eau peut se faire a l’aide de singularity ou 
le debit et/ou la hauteur sont imposes (vanne, seuil, chute). 

En pratique, les ecoulements fluviaux sont calcules dans la direction inverse de celle de l’ecoulement 
(condition a la limite a l’aval) tandis qu’en regime torrentiel, la condition a la limite est placee a l’amont. 


5.5 Courbes de remous et ecoulement critique 

5.5.1 Hauteur critique et regimes associes 

La hauteur croit ou decroit selon le signe respectif du numerateur et du denominateur dans l’equa- 
tion differentielle (5.10), ce qui donne differentes formes de courbes de remous (voir figure 5.35). Notons 
ce point important : lorsque le nombre de Froude prend la valeur 1, le denominateur est nul et en ce 
point la derivee devient infinie, ce qui est physiquement impossible. En fait au voisinage de ce point, 
il se forme 

- soit une discontinuite de la surface libre appelee ressaut qu’il faut etudier avec des outils speci- 
fiques (cf. § 5.5.2) lorsqu’on passe d’un regime super- a subcritique ; 
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- soit une « chute » d’eau, c’est-a-dire une acceleration brutale et un raidissement de la surface 
libre (passage d’un seuil par exemple, avec transition d’un regime sub- a supercritique). 

La pente du canal et/ou la hauteur pour lesquelles on a Fr = 1 s’appelle la pente critique et la 
hauteur critique h c . On distingue deux regimes selon la valeur du nombre de Froude: 

- Fr < 1, regime sub-critique plus couramment appele regime fluvial pour lequel on a h > h c ; 

- Fr > 1, regime super-critique plus couramment appele regime torrentiel pour lequel on a h < h c . 

La hauteur critique etant definie comme etant Fr (h c ) = 1, on tire que pour un canal rectangulaire : 

, ( i Q 2 V /3 

c \gcos6B V ’ 
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avec Q le debit total et B la largeur au miroir. Dans le cas d’un canal rectangulaire, en introduisant 
le debit par unite de largeur q = Q/B, on tire : 



Dans la plupart des ouvrages, le terme cos 8 est omis car la pente est faible et done cos 6 ft! 1. Le debit 
critique ne depend pas (fortement) de la pente, mais uniquement du debit liquide. Pour un canal de 
section quelconque, on prendra garde que le nombre de Froude se definit comme 



avec S la section mouillee et B la largeur au miroir. 
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5.5.2 Ressaut hydraulique 

Un ressaut est une variation rapide du niveau d’eau lors du passage d’un ecoulement supercritique 
a subcritique (voir figure 5.37). Le ressaut stationnaire est le cas le plus frequent : il correspond a une 
vague stationnaire au sein de laquelle le regime d’ecoulement passe de supercritique a subcritique. II 
existe aussi des ressauts mobiles. C’est le cas par exemple lors du deferlement de vagues sur une plage 
ou bien lorsque le front d’une onde de crue devient tres raide et prend l’apparence d’un mur d’eau 
(voir figure 5.38). 



Figure 5.37 : (a) ressaut sur une riviere au passage d’un seuil (Navisence, Zinal, VS). Lors de sa chute au 
passage du seuil, l’e au a ccelere ra pidement et se trouve en regime supercritique. Dans la cuvette a l’aval du 
seuil, l’e au decelere brutalement et il se forme un ressaut, bien visible a cause des bulles d’air resultant de 
l’entrainement d’air dans l’ecoulement. (b) Formation d’un ressaut au laboratoire [Gary Parker]. 


Au niveau d’un ressaut, la courbure de la ligne d’eau est trop importante et l’equation de la courbe 
de remous cesse d’etre valable. On utilise alors le theoreme de quantite de mouvement de part et d’autre 
du ressaut (sur un volume de controle) pour simplifier le probleme et deduire les caracteristiques du 
ressaut. Pour cela on considere un volume de controle (par unite de largeur) de part et d’autre du 
ressaut. Notons que l’ecoulement va de la gauche vers la droite et il faut se souvenir que dans ce sens 
d’ecoulement, un ressaut provoque une augmentation de hauteur, jamais une diminution (en effet le 
ressaut est associe a une dissipation d’energie, done a un ralentissement de l’ecoulement). La tranche 
amont (resp. aval) est referencee par l’indice 1 (resp. 2). La longueur du volume de controle est L (voir 
figure 5.39). 

On fait les hypotheses suivantes 

- la pente du fond est negligeable ; 

- l’ecoulement est permanent et le debit par unite de largeur vaut q ; 

- l’ecoulement est unidirectionnel ; 

- le ressaut est immobile (sa vitesse de deplacement est nulle) ; 

- la pression est hydrostatique loin du ressaut ; 

- le profil de vitesse est uniforme ; 

- le fond est peu rugueux (on peut negliger la dissipation d’energie due au frottement sur le fond). 
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Figure 5.38 : a rrivee du front (ressaut mobile) d’une crue sur la riviere Zavragia (Tessin) en a out 1987 ; les 
deux cliches sont pris a 15 mn d’intervalle [T. Venzin], 


On considere un volume de controle dont les frontieres englobent le ressaut. 

- L’equation de continuite donne : u\h\ = U 2/12 = < 7 . 

- L’equation de quantite de mouvement 


[ qu(u ■ n)dS = f ggdV — f pndS + I T ndS 

JdV JV JdV J dV 


projetee le long de la direction d’ecoulement donne : 


gq(u 2 - Ml) = - Lt p + -gg(h\ - h\). 
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Figure 5.39 : (a) simulation d’un ressaut au laboratoire [Joris Heyman], Les segments lumineux son t la trace 
de particules eclairees par une tranche laser lorsqu’on prend une photographic sur un temps sufhsa mment long. 
Ils renseignent sur la distribution des vitesses. Notamment on note que le ressaut se traduit par un brassage 
tres important et V apparition de zones de forte vorticite, qui provoque nt une forte dissipation d’energie. (b) 
Schematisation d’un ressaut. La variation brutale du niveau d’eau sur une courte est remplacee par une 
discontinue de la hauteur d’eau (et de la vitesse). Le cadre tirete vert de longueur L represente le volume de 
controle considere dans les calculs de conservation de la quantite de mouvement. 


On suppose que Ton connait les conditions a l’amont et on veut deduire ce qui se passe a l’aval. Quand 
on peut negliger le frottement t p , on tire: 



(5.14) 


La figure 5.40 montre que le rapport h 2 /hi varie de fagon a peu pres lineaire avec le nombre de 
Froude amont Fr\. 

L’equation (5.14) s’appelle equation de conjugaison et les hauteurs hi et h 2 sont dites conjuguees. 
La perte de charge associee s’ecrit : 


AH = H 2 -H 1 = h 2 -h 1 + 


uj ~ u\ 
2 9 


(h 2 ^ h\) 3 
4:hih 2 


= hi 


16 


\Jl + 8Fr^ — 3^ 
(V l + 8Fr?-l^) 


(5.15) 


La longueur du ressaut n’est en general pas tres elevee, ce qui permet de justifier notre approximation. 
Experimentalement on trouve que : 

L Fr 

— = IGOtanh 12, 

hi 20 

pour 2 < Fr < 16. 

Parmi les applications importantes des formules du ressaut, on peut par exemple citer le dimen- 
sionnement des bassins d’amortissement places au pied des evacuateurs de crue. La figure 5.41 montre 
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12 3 4 5 

Frj 

Figure 5.40 : variation du rapport h^/hx en fonction du nombre de Froude. 


le ressaut forme au pied du barrage de Grangent (France) lors du passage d’une crue. II est important 
de bien dimensionner le bassin pour dissiper le plus possible d’energie. La perte de charge (dissipation 
locale due a la turbulence tres importante au sein du ressaut) peut etre estimee a l’aide de la formule 
( 5 . 15 ) . 



Figure 5.41 : crue de la Loire de novembre 2008 et passage de la crue au niveau de l’evacuateur de crue du 
barrage de Grangent. Source : DIREN. 
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5.5.3 Conjugaison d’une courbe de remous 

Principe 

Les ressauts hydrauliques stationnaires sont souvent observes au pied d’amenagements hydrauliques 
tels que les evacuateurs de crue des barrages ou les seuils. La figure 5.42 montre un ressaut au pied du 
seuil, qui serf a alimenter le laboratoire d’hydraulique Saint- Anthony Falls (SAFL) a Minneapolis. En 
modelisation hydraulique, il est souvent considere que de tels amenagements sont des points singuliers 
ou singularite : la longueur de l’amenagement est tres petite par rapport a la longueur caracteristique 
du bief etudie que Ton peut la considerer nulle ; la courbe de remous n’est alors pas calculee car c’est 
juste un point, dont la position coincide avec la position de l’amenagement. Dans un tel cas, la position 
du ressaut hydraulique est done tres simple a etablir. Cela n’est toutefois pas toujours le cas. 



Figure 5.42 : ressaut hydraulique stationnaire sur le Mississippi au pied du seuil du Saint-Falls Laboratory 
de Minneapolis (Etats-Unis). Source: www.thefullwiki.org/Hydraulic_jump. 


En effet, lorsque les conditions hydrauliques varient doucement et se caracterisent par le passage 
d’un regime supercritique a un regime subcritique, il se forme un ressaut, dont la position n’est pas a 
priori fixee par une singularite. Pour determiner la position du ressaut, il faut appliquer la methode 
dite de « conjugaison ». Cette methode repose en effet sur l’equation de conjugaison (5.14). Cette 
equation fournit les hauteurs de part et d’autre du ressaut, h 2 (hauteur aval) et hi (hauteur amont). 
Chacune de ces hauteurs doit egalement se trouver sur la courbe de remous : comine le montre la 
figure 5.43(a), les points B (hauteur hi) et C (hauteur / 12 ) localisent le ressaut hydraulique, qui 
apparait comme discontinuity La branche AB est la courbe de remous du regime supercritique (elle 
se calcule en resolvant (5.10) avec une condition a la limite en A) ; la branche CD est la courbe de 
remous du regime subcritique (elle se calcule en resolvant (5.10), qui se resout avec une condition a la 
limite en D). Positionner le ressaut c’est done positionner le segment vertical BC de telle sorte que la 
hauteur hp> verifie la courbe de remous de la branche subcritique et que la hauteur he fasse de meme 
pour la branche supercritique. 

Ce probleme peut se resoudre simplement en tragant la conjuguee d’une des branches et en cher- 
chant son intersection avec l’autre branche. Par exemple, comme le montre la figure 5.43(b), admettons 
que l’on ait calcule la courbe de remous subcritique h = h 2 (x) partant du point D en resolvant (5.10) ; 
on peut calculer la courbe conjuguee D’E’ h = h\ (x) (le prime designant la hauteur conjuguee) en se 
servant de (5.14) : 

| = (5-16) 

avec Fri = q/^fghy- L ’intersection de la courbe conjuguee h = h[(x) avec la branche supercritique 
h = hi{x) se fait au point B. Comme ce point appartient a la courbe de remous supercritique et qu’il 
verifie la relation de conjugaison (5.14), il nous fournit la position du ressaut. 

On aurait pu proceder avec l’autre branche, ce qui conduit strictement au meme resultat. Il faut 
noter au passage que c’est meme une strategie plus efficace car on note que dans la precedente methode, 
l’inconnue h\ (x) apparait a la fois dans le denominateur du membre de gauche et dans la definition 
du nombre de Froude, ce qui demande un peu plus de travail numerique pour trouver la solution. 
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h(x) 


courbe de remous amont, courbe de remous aval, eq. (5.10) avec Fr < 1 

eq. (5.10) avec Fr > 1 1 



(a) 


regime supercritique 


ressaut 


regime subcritique 

x 


h(x) 



Figure 5.43 : (a) ressaut stationnaire entre deux courbes de remous, l’u ne en regime subcritique a l’aval, 
V autre en regime supercritique a l’amont. (b) Principe de calcul de la position du ressaut a l’aide de la courbe 
conjuguee. 


Exemple de conjugaison d’une courbe de remous 

On considere un amenagement compose : 

- d’un reservoir avec une vanne de 2 metre de hauteur laissant passer un debit q = 10 m 2 /s en O ; 

d’un coursier en pente raide [i\ = 5 %) et moyennement rugueux (coefficient de Chezy C = 
50 m 1 / 2 s _1 ), d’une longueur de 10 m entre O et A ; 

- d’un canal de pente douce (*i = 0,2 %) et de meme rugosite rugueux que le coursier C = 
50 m 1 / 2 s _1 , d’une longueur de 1000 m entre A et B ; 

d’un seuil d’une pelle p = 0,5 m en B. 

Le coursier et le canal sont tres larges. 

D 

| P 


Figure 5.44 : amenagement etudie (echelle de longueur non respectee). 



On souhaite calculer la courbe de remous et notamment la position et les caracteristiques du 
ressaut. Pour cela on calcule les caracteristiques de l’ecoulement : 

- pour le coursier, on est en regime supercritique (torrentiel) : h n = 0,92 m, Fro = 1,12, Fr n = 3,6 ; 
pour le canal, on est en regime subcritique (fluvial) : h n = 2,71 m, Fr n = 0,71. 
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Pour l’ensemble de l’amenagement, la hauteur critique est la meme et vaut : 


h c 



2,17 [m], 


Connaissant la hauteur d’ecoulement a l’amont du coursier (h = 2 m), on peut calculer la courbe de 
remous en resolvant l’equation (5.17) numeriquement : 


d h . 1 — (h n /h) 3 

dx 1 — (h c /h) 3 ’ 


(5.17) 


On trouve qu’en A, la hauteur vaut Ha = 1,54 m. On peut ensuite commencer a integrer l’equation 
(5.17) pour le canal. Sans surprise, on trouve qu’il y a une transition critique au point C. On trouve 
numeriquement xc = 90 m. Pour calculer la position du ressaut, on commence par calculer l’autre 
branche reliant le point C a l’exutoire B. Au niveau du seuil le debit est « controle » par la hauteur 
de p : 

/o \ 3 / 2 

Q = V9 y^( H ~ P)J [m 2 /s], 

ce qui implique que la charge totale H doit s’adapter a l’amont du seuil pour laisser transiter le debit 
q. On trouve qu’au voisinage de B, la charge H doit valoir H = 3,73 m, d’ou Ton deduit que la hauteur 
avant le seuil doit etre de hs = 3,25 m. On calcule alors la courbe de remous entre A et B en resolvant 
l’equation (5.17) avec la condition a l’aval h = hs e n B. 

La position du front est trouvee en recherchant l’intersection de la courbe conjuguee (tracee en 
tirete sur la figure) de la courbe de remous AC avec la courbe de remous emanant de D. On trouve que 
l’intersection se fait en D’ de coordonnee : Xd = 24 m. On relie les deux courbes de remous emanant de 
A et celle venant de B en considerant qu’elle se rejoignent au point D et qu’en ce point elles subissent 
un saut represente par le segment DD’ sur la figure 5.45. □ 



Figure 5.45 : courbes de remous : solution donnee par l’equation (5.11 ) (courbe continue), courbe conjuguee 
(trait discontinue), et position du ressaut (courbe en gras). 
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1. On commence par calculer les caracteristiques hydrauliques dans les deux biefs. 


exemple.nb 


1 


In [19]:= q = 10; 

Ch = 50; 
il = 0.05; 

hnl = (q / Ch / Sqrt [il] ) A (2 / 3) 
Frn = q / hnl A 1.5 / Sqrt [9. 81] 
he = (q A 2 / 9.81) A (1/3) 

Frl = q/ 2 A 1.5 /Sqrt [9. 81] 

Out [22]= 0.928318 

0ut[23]= 3.56961 

Out [24 ] = 2.16825 

Out [25 ] = 1.12881 

In [26]:= i2 = 0.002; 

hn2 = (q/ Ch / Sqrt [i2] ) A (2 / 3) 
Fr2 = q / hn2 A 1 . 5 / Sqrt [9.81] 

Out [27] = 2.71442 

Out [28] = 0.713922 


2. On calcule la ligne d’eau dans le bief OA. On note que la hauteur en A vaut 1,54 m, done elle 
est superieure a la hauteur normale, mais inferieure a la hauteur critique, ce qui veut dire qu’en 
A l’ecoulement est toujours supercritique. 


exemple.nb 


1 


In [14]:= eqnl = NDSolve [ 

(h' [x] == il (1- (hnl / h[x] ) A 3) / (1 - (hc/h[x]) A 3) , h[0] == 2}, h[x], {x, 0, 100}] 
desO = Plot [Evaluate [h [x] /. eqnl], {x, 0, 10}]; 
hs = Evaluate [h [x] / . eqnl] [ [1] ] / . x -> 10 

Out [14] = { {h [x] -» InterpolatingFunction[ { { 0 . , 100.}}, <>][x]}} 



Out [16] = 1.53911 


3 . 


On calcule la ligne d’eau dans le bief AB. Au point C, la routine de calcul s’arrete car une 
singularity est detectee (denominateur tendant vers l’infini dans l’equation 5.11). 
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exemple.nb 


1 


In[20]:= eqn2 = NDSolve [ 

{h ' [x] == ±2 (1 - (hn2 / h [x] ) A 3) / (1 - (hc/h[x]) A 3) , h[10] == hs} , h, {x, 10, 600}] 
xl = Flatten [h / . eqn2 / . 

HoldPattern[InterpolatingFunction[x , y ]] -» x] [[2]] 

desl = Plot [Evaluate [h [x] /. eqn2] , {x, 10, xl), PlotRange -» {0, 3}]; 

NDSolve: :ndsz : 

At x == 90.30048673927307', step size is effectively zero; singularity or stiff system suspected. Plus... 
Out [20] = { {h InterpolatingFunction[ { {10 . , 90.3005}}, <>]}} 

Out [21]= 90.3005 
3 

2.5 
2 

1.5 
1 

0.5 

20 40 60 80 



4. On calcule la courbe conjuguee de la ligne d’eau dans le bief AB. 


exemple.nb 


1 


In [26] := con j [h_] : = 1 / 2 * h * (Sqrt [ 8 * (q / h A 1 . 5 / Sqrt [ 9 . 81] ) A 2 + 1] - 1) 
des2 = Plot [con j@ (Evaluate [h [x] / . eqn2] [ [1] ] ) , 

{x, 10, xl}, PlotRange -* All, PlotStyle -» Dashingf { 0 . 01 , 0.01}]]; 
Show[des0, desl, des2] ; 



5. On calcule les caracteristiques hydrauliques au niveau du seuil. 
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exemple.nb 


1 


In [48] : = p = 0 . 5; 

g = 9.81; 

Hf = (q) A (2 / 3) * 3 / 2 / g A (1 / 3) + p // N 
sol = h / . Solve [h+ (q / h) A 2 / 2 / g == Hf , h] 
q / sol [ [3] ] A 1 . 5 / Sqrt [g] 

Out[50]= 3.75238 

Out [51]= {-1.03212, 1.50644, 3.27807} 

Out [52] = 0.537945 


6. On calcule la courbe de remous dans le bief AB. 


exemple.nb 


In [ 70]:= eqn3 = NDSolve[{h ' [x] == i2 (1 - (hn2 /h[x] ) A 3) / (1 - (he / h [x] ) A 3) , h[1000] == sol [ [3] ] }, 
h, {x, 1000, 10}] 
xl2 = Flatten [h / . eqn3 / . 

HoldPattern[ InterpolatingFunctionfx , y ]] -» x] [[1]] 

des3 = Plot [Evaluate [h [x] /. eqn3] , {x, 1000, xl2}, PlotRange -» All] ; 
des4 = Plot [conj@ (Evaluate [h [x] / . eqn3] [ [1] ] ) , 

{x, 1000, xl2}, PlotRange -* {0, 3), Plot Style -» Dashing[ {0 . 01, 0.01}]]; 

Out [70]= { {h InterpolatingFunction[ { {10 . , 1000 .}}, <>]}} 

Out[71]= 10. 



3 
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2 
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1 
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7. On peut tracer les courbes de remous et leur conjuguee. On note la symetrie de la representation 
graphique. 
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exemple.nb 


1 


In[57]: = des = Show [desO , desl, des2, des3, des4. Frame -» True, Axes -» False, FrameLabel -» 

{StyleForm[" x ", FontSize -» 18, FontSlant -> "Italic" , FontFamily -* "Times" , 
PrivateFontOptions-* { "OperatorSubstitution" -» False}] , 

StyleForm[" h ", FontSize -> 18, FontFamily -» "Times" , FontSlant -> "Italic" , 
PrivateFontOptions -* { "OperatorSubstitution" -» False} ] } , 

DefaultFont ->{ "Times" , 14}, ImageSize -> 500] ; 



X 

8. On calcule le point d’intersection entre la courbe de remous (l’une des deux) et la conjuguee de 
l’autre courbe. 

exemple.nb 1 


In [58 ] : = xr = x / . FindRoot [ 

con j @ (Evaluate [h [x] / . eqn3] [ [1] ] ) == Evaluate [h [x] / . eqn2] , (x, 10, 90}] [[1]] 
FindRoot [con j@ (Evaluate [h [x] /. eqn2] [[1]]) == Evaluate [h[x] /. eqn3] , {x, 10, 90}] 


Out [58]= 37.8227 


Out[59]= {x 37.8227} 


5.5.4 Effet d’un obstacle 

Ecoulement sur une topographie 

Considerons un ecoulement permanent de profondeur ho et de vitesse uq a la cote de reference 
zq = 0. Le nombre de Froude associe a cet ecoulement est Fq = uo/y/gho- Sur le fond, il existe une 
protuberance de hauteur z m ; la cote du fond est donnee par une equation de la forme y = z( x). 



Figure 5.46 : variation d’ une ligne d’eau le long d’une protuberance du lit. 
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La conservation de la charge implique d’apres le theoreme de Bernoulli 


+ h + z ) — 0, 


dx \2 g 

tandis que la conservation du debit entraine 

d 


En tout point x, on a done : 


da; 


u 2 


( hu ) = 0 => rt/i = uoho. 


Un 


+ h + z— -^- + ho + zq, 
2 g 2 g 


qui peut se transformer en divisant par ho (et puisque zq = 0) 


+ h- 0 + V 0 = ^ + 1 - 


(5.18) 


(5.19) 


II existe certaines contraintes quant a l’utilisation de cette equation pour determiner la ligne d’eau 
dans des cas concrets. En effet si on differentie (5.19) par x, on obtient 


/ u 2 \ d h dz 

\gh J dx da;’ 

ce qui montre que sur la Crete de l’obstacle (z = z m , z' = 0) on doit avoir Fr = u/ \fgh = 1 (ecoulement 
critique) ou bien h' = 0. Notons aussi que si localement le nombre de Froude vaut 1, alors z' = 0, 
ce qui veut dire que le nombre de Froude ne peut pas depasser la valeur critique 1 (ou bien passer 
au-dessous de 1 si Fq > 1) quand Fo < 1. Un ecoulement subcritique reste subcritique (et inversement 
pour un ecoulement supercritique). En effet, si Fo < 1, alors h decroit au fur et a mesure que Ton 
s’approche de l’obstacle et Fr augmente en consequence. Quand on est au somment de la bosse, z est 
maximal ( z ' = 0) et F peut eventuellement prendre la valeur critique (si ce n’est pas le cas Fr < 1 et 
h' = 0 au sommet de la bosse). Ensuite quand on s’eloigne de l’obstacle, h augmente et Fr diminue. 
Cette condition implique egalement qu’il existe une hauteur maximale d’obstacle associee a un nombre 
de Froude Fr = 1 ; de l’equation (5.19) et de l’equation (5.18), on tire en posant Fr = 1 que 


Zmax 

ho 


= 1 --F 0 2/3 
2 0 



Lorsque z m > z max , on ne peut appliquer aussi simplement le theoreme de Bernoulli et l’ecoulement 
prend une forme beaucoup plus complexe, notamment avec la formation de ressaut et d’onde de part 
et d’autre de l’obstacle. 


Dune 

A partir de l’equation de conservation de la quantite de mouvement 

du „ du 1„ . m 

— — I- mV • u = — — | — V \ur + (V x u) x u = gg — Vp + V • T, 
ot at 2 

on deduit qu’en regime permanent ( dtu = 0) et pour un ecoulement irrotationncl (ce qui implique que 
(V x u) x u = 0), la contrainte de cisaillement au fond (en y = 0) verifie l’equation de bilan suivante 

gsm6+ =g^±, (5.20) 

g oy ox 


u 2 


H s = h cos 0 + — , 

2 g 


ou on a introduit l’energie specifique : 
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et on a suppose que la pression etait hydrostatique (ce qui se montre en considerant la projection 
selon y de la quantite de mouvement et en supposant que les variations de hauteur sont faibles) : 
p = ggh cos 9. 

En regime permanent et uniforme, l’energie specifique est constante et on retrouve que la contrainte 
de cisaillement varie selon l’expression deja vue dans le chapitre consacre au regime permanent uniforme 


T 



avec la contrainte au fond t p = gghsinO. On a reporte sur la figure 5.48 la variation de l’energie 
specifique en fonction de la hauteur d’ecoulement a debit constant. L’effet d’une protuberance sur 
la contrainte de cisaillement depend du regime d’ecoulement. La protuberance du fond a modifie la 
surface libre de l’eau (voir fig. 5.47). Elle induit done le passage a un regime non uniforme. Recherchons 
comment varie la contrainte de cisaillement de part et d’autre de la protuberance. On se placera dans 
le cas d’un regime fluvial (le traitement du regime torrentiel est similaire). 


surface libre 



contrainte de cisaillement en regime uniforme 

contrainte de cisailiement en regime non uniforme 

Figure 5.47 : variation d’une ligne d’eau le long d’une protuberance. On a egalement reporte les variations 
de la contrainte de cisaillement selon que l’on est a l’amont ou a l’aval de la protuberance. La variation de la 
contrainte de cisaillement en regime non uniforme est calculee a partir de V equation (5.20). 


H 



Figure 5.48 : variation de l’energie specifique en fonction de la hauteur a debit constant pour le regime 
permanent uniforme etabli loin de la protuberance. La courbe en pointille correspond a l’energie specifique au 
droit de la protuberance (deduite d’une translation verticale de a de la precedente). Les points 1, 2, 3 renvoient 
aux indices des hauteurs d’ecoulement. Dans le diagramme h — H , les courbes d’energie specifiques sont toutes 
paralleles et la distance entre deux courbes correspond a la difference d ’energie potentielle. 
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En regime fluvial, en admettant que l’energie totale ( H s avec yn la cote du fond) se conserve, 
l’energie specifique au droit de la protuberance (point 3) doit etre plus faible que l’energie specifique 
du regime uniforme (point 1). La difference entre les deux energies vaut a. Comme l’indique la figure 
5.48, cela conduit aux deux observations suivantes : 

- sur la face amont de la protuberance, la contrainte de cisaillement pres du fond est plus forte 
qu’en regime uniforme ; 

- sur la face aval, la contrainte de cisaillement est plus faible pres du fond que celle determinee en 
regime uniforme. 

Lorsqu’on est pres des conditions critiques d’erosion pour le regime uniforme, on en deduit que la 
face amont sera le lieu d’une erosion plus importante et qu’inversement, la face aval sera le siege d’un 
depot (si la contrainte parietale est suffisamment faible). Lorsque le processus d’erosion et depot de 
part et d’autre de la protuberance est operant, on assiste au deplacement de la structure ainsi creee. 
On designe en general par dune le nom de telles structures morphologiques, qui se deplace de l’amont 
vers l’aval. 


Passage d’un seuil ou d’un deversoir 


Les deversoirs sont des ouvrages aux formes variees : deversoir a paroi mince pour mesure un debit 
(plaque mince verticale), barrage-deversoir (barrage au fil de l’eau avec evacuation du trop plein), 
deversoir mobile (vanne a clapet, vanne a batardeaux, etc.) qui permet d’ajuster la pelle, et deversoir 
a seuil epais (ouvrage souvent profile). Un seuil permet de « controler » un debit (voir figure 5.49). 

Si le seuil est suffisamment epais 12 , on a vu precedemment que la hauteur d’ecoulement au niveau 
de la Crete du seuil est necessairement egale a la hauteur critique (voir figure 5.50), c’est-a-dire 


h c — 



(5.21) 


avec q le debit par unite de largeur a l’amont du seuil. La charge totale au niveau du seuil vaut done : 


H = h c + 


2 ghl 


(5.22) 


avec p la « pelle » (hauteur de seuil). Dans le cas d’un fluide parfait, la charge au niveau du seuil 
est egale a la charge calculee a l’amont H = u 2 /(2g) + h, avec u = q/h la vitesse moyenne (sur de 
courtes distances, la charge totale H se conserve). En egalant les deux charges totales, on deduit la 
hauteur d’eau juste a l’amont du seuil, ce qui permet de resoudre l’equation de la courbe de la courbe 
de remous (5.3) sans avoir la singularity h = h c au niveau du seuil; en effet, on ne peut pas integrer 
cette equation en prenant comme condition limite aval h = h c puisque le denominateur du terme de 
droite dans (5.3) serait nul. En se servant des equations (5.21) et (5.22), on deduit que le debit par 
unite de largeur est en fonction de la charge totale H : 


q = Va (j( h-p )) 


3/2 


(5.23) 


Cette formule permet en pratique de : 

determiner le debit si Ton connait la charge totale H par application directe de la formule (5.23). 
Cette formule est par exemple utile pour evaluer le debit transitant par un deversoir d’evacuateur 
de crue d’un barrage. ; 

- calculer la charge totale H connaissant le debit q par inverse de la formule (5.23) : 

3 a / n 2 \ 1 ^ 3 

H= 2 h ‘ + P= 2(j) +P ^ 


12. Un seuil epais a une epaisseur de crete t telle que i > 3 (H — p). 
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(c) 

Figure 5.49 : (a) seuil sur la Garonne a Toulouse, (b) deversoir lateral sur l’Aar a Berne, (c) seuil maqonne 
a vec prise d’eau laterale. 


- estimer la hauteur d’eau equivalente juste a l’amont du seuil soit en resolvant (5.24) avec H = 
q 2 /(2gh 2 ) + h (il faut done resoudre une equation de degre 3) soit en supposant que la vitesse 
de l’eau est faible a l’amont du deversoir u 2 /{2g) -C h et done 


h 



1/3 

+ P- 


Cette fagon de proceder est utile quand on doit resoudre une equation de courbe de remous 
(5.10) en presence d’une chute d’eau (au passage du seuil). Si l’ecoulement est subcritique a 
l’aval de l’ouvrage hydraulique, il faut resoudre (5.10) d’aval vers l’amont en partant du seuil. 
Or, la seule condition a la limite que l’on ait au niveau du seuil est h = h c et cette relation est 
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Figure 5.50 : passage d’un seuil. Trait continu: seuil denoye; trait pointille : seuil noye. Attention les echelles 
de longueur ne sont pas respectees. 


incompatible avec (5.10) (denominateur infini). On fixe alors une nouvelle condition aux limites 
juste a l’amont du seuil. Comme la distance est faible entre ce point et le seuil, on peut negliger 
la perte de charge. La charge hydraulique (5.22) est calculee au niveau du seuil. Puis, de cette 
valeur, on deduit quelle doit etre la hauteur d’eau juste a l’aval du seuil. 

En pratique, l’approximation de fluide parfait n’est pas tres bonne et on emploie a la place la 
formule empirique pour un seuil denoye 13 : 


Q = C Dy /g 




3/2 


avec Cd le coefficient de debit. Ce coefficient depend de la geometrie du seuil (epais, a paroi mince), de 
sa largeur, et de la geometrie d’ecoulement (contraction ou non de la lame). Dans le cas ou le seuil est 
noye, la loi de debit est alors une relation liant le debit et la difference de hauteur de part et d’autre 
du seuil noye 

\ 1/2 

(hi-h 2 )j {h 2 -p). 

□ 


Q = Cr>\fg 



Figure 5.51 : seuil denoye sur le Tibre au niveau de l’lle tiberine a Rome. 


13. Un seuil est dit denoye lorsque l’ecoulement a l’aval du seuil n’influe pas sur l’ecoulement a l’amont, ce qui implique 
que la hauteur critique est bien atteinte au droit du seuil et/ou qu’un regime supercritique s’etablisse au pied du seuil. 
La photographie montre par exemple l’existence d’un ressaut a l’aval immediat du seuil non visible sur le Tibre : le seuil 
est denoye. 




133 


Ecoulements laminaires et 

turbulents 


6.1 Equations de Navier-Stokes 

La plupart des fluides de notre environnement (eau, air, huile, etc.) sont dits newtoniens car leur 
loi de comportement suit la loi de Newton. D’autres fluides ne suivent pas cette loi et on les dit non 
newtoniens. La boue ou la peinture par exemple sont des fluides non newtoniens. 


6.1.1 Bases theoriques 

Au repos, un fluide ne subit que Taction de la gravite et les seules contraintes en son sein sont les 
pressions. On a vu precedemment la loi de la statique : 

-Vp + eg = 0, 

montrant que le gradient de pression p doit contrebalancer exactement le champ de pesanteur pour 
qu’il y ait equilibre (u = 0). Que se passe-t-il maintenant si le fluide n’est plus au repos? 

On a vu au chapitre precedent que les equations du mouvement sont composees de l’equation de 
conservation de la masse (4.11) et de l’equation de conservation de la quantite de mouvement (4.12). 
Dans cette derniere apparait un terme V ■ T, qui represente les extra-contraintes, c’est-a-dire les 
contraintes supplementaires dues au mouvement du fluide (voir complement de cours, chap. 2). Pour 
fermer les equations du mouvement (c’est-a-dire pour qu’il y ait autant d’equations que de variables), 
il faut disposer d’une equation supplementaire, appelee equation ou loi de comportement, qui decrit 
les relations entre contraintes et vitesses de deformation au sein du fluide. 


Loi de comportement newtonienne 

La relation la plus simple que l’on puisse imaginer entre £ et D est une relation lineaire. La loi 
experimentale de Newton invite a ecrire : 


X = —pi + 2 pD ou bien T = 2 pD , 


(6.1) 


ou p est la viscosite dynamique [Pa-s] et 1 le tenseur identite. On appelle cette relation la loi de 
comportement newtonienne. Lorsqu’on injecte cette forme de loi de comportement dans les equations 
de conservation de la quantite de mouvement, on obtient les equations dites de Navier-Stokes (voir 
infra) . 
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6.1.2 Forme generique des equations de Navier-Stokes 

Les equations de Navier-Stokes sous forme tensorielle s’ecrivent : 


du 

- + „ v „ 


gg — Vp + 2pV ■ D, 


( 6 . 2 ) 


avec D le tenseur des taux de deformation (partie symetrique du gradient de vitesse Vit). II faut 
completer ce systeme par l’equation de continuite qui, pour un fluide incompressible, prend la forme : 

Vu = 0, (6.3) 

pour aboutir aux equations completes du mouvement. II existe plusieurs fagons d’ecrire l’equation de 
conservation de la quantite de mouvement (6.2). Par exemple, en utilisant l’egalite (obtenue en se 
servant du theoreme de Green-Ostrogradski) 


uVu = V • ( uu ), 


ou uu est un tenseur d’ordre 2 (produit tensoriel de u par lui-meme), on obtient la forme suivante 
equivalente a (6.2) 


Q 


du 

— -f V uu 
dt 


gg — Vp + 2/iV • D 


(6.4) 


En dimension 2 et dans un systeme de coordonnees cartesiennes ( x , y) : les equations de Navier- 
Stokes pour un fluide incompressible s’ecrivent : 

- Conservation de la masse (equation de continuite) 


du dv 
dx + dy 


(6.5) 


avec u = ( u , v) les composantes de la vitesse 
- Conservation de la quantite de mouvement 


' du du du 

^ m +n di + v W 


+ = gg x - 


' dv dv dv 

5 'a + *S + '% 


— Q9y 


dT xx dT xy 
dx dy 

(6.6) 

f)T r)T 

u± X y u± yy 

dx dy 

(6.7) 


avec g = (g x ,g y ) la projection du vecteur g (acceleration de la gravitation) sur les axes principaux 
du repere cartesien, et ou les composantes du tenseur des extra-contraintes T sont facilement 
etablies a partir de sa definition pour un fluide newtonien : T = 2 yD avec D = i(V« + Vtt^) : 


T = 2y 


du 

dx 

1 ( du I dv\ 

2 ydy ' dx J 


1 

2 



dv 

dy 


dv N \ 
dx J 


( 6 . 8 ) 


Rappelons que T xy s’appelle la contrainte de cisaillement , T xx s’appelle la contrainte normale 
dans la direction x , et T yy s’appelle la contrainte normale dans la direction y. 

On se reportera au complement de cours, chap. 2 pour voir comment s’ecrivent ces equations quand 
dies sont projetees dans un repere cartesien de dimension 3 ou bien ecrites en coordonnees cylindriques. 

Les equations de Navier-Stokes forment un jeu d’equations dites « fermees » car il y a autant 
de variables (ou d’inconnues) que d’equations. Pour utiliser ces equations pour resoudre un probleme 
pratique, il faut des equations supplementaires, qui fournissent les conditions initiales et aux limites. 


6.1 Equations de Navier-Stokes 
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6.1.3 Conditions aux limites 

Pour resoudre un probleme (differentiel) d’ecoulement, il faut connaitre 

- les conditions initiates : initialement a t = 0, quelle etait la configuration de l’ecoulement? 

- les conditions aux limites: aux frontieres du domaine de calcul, qu’impose-t-on a l’ecoulement? 

On va s’interesser ici aux conditions aux limites. Comme il y a deux types de variables dans les 
equations du mouvement (variables cinematiques liees au champ de vitesse et variables dynamiques 
reliees au champ de contraintes), on considere 

- les conditions aux limites cinematiques : ce sont les conditions que doivent verifier le champ de 
vitesse ; 

- les conditions aux limites dynamiques : ce sont les conditions que doivent verifier les champs de 
contrainte et de vitesse aux frontieres du domaine. 

En general, on considere egalement deux types de frontieres : 

- les frontieres solides sont des parois, qui ne se deferment pas (ou tres peu) ; 

- les frontieres materielles sont des interfaces entre deux liquides ou un liquide et un gaz (la surface 
libre est une frontiere materielle). Dans ce cas, la frontiere a une forme qui peut varier au cours 
du temps et il faut done une equation qui decrit comment sa forme et sa position varient avec le 
temps. 


Frontiere solide 

Pour une paroi solide (par exemple, sur une facette orientee par n), on considere que la vitesse 
verifie les deux conditions suivantes 

- condition de non-penetration: le fluide ne peut pas entrer dans le solide (qui est impermeable), 
done la composante normale de la vitesse est nullc : u n = u ■ n = 0 ; 

- condition d’ adherence (ou de non-glissement) : le fluide adhere a la paroi solide, done la com- 
posante tangentielle doit egalement etre nulle : Ut = u ■ t = 0, avec t un vecteur tangent a la 
paroi. 

Il s’ensuit que la vitesse u est nulle le long d’une paroi solide. C’est la condition aux limites cinematique. 

Pour la condition aux limites dynamiques, on ecrit qu’il y a equilibre de l’interface (si celle-ci est 
fixe), done d’apres le principe d’action et de reaction, on a 

^ fluide ' ^ “t” ^ solide * Tt = 0, 

avec £ fiuide le tenseur des contraintes fluides, H so ude le tenseur des contraintes du solide, puisque la 
contrainte au sein du fluide doit coincider avec celle du solide le long de l’interface. 


Frontiere materielle 

En general, une frontiere materielle est une interface mouvante entre deux fluides ; dans quelques 
cas, par exemple pour la surface libre d’un ecoulement permanent, cette surface peut occuper un lieu 
fixe de l’espace. 

On ecrit F(x,t) = 0 l’equation (implicite) de la frontiere. Par exemple, pour une surface libre d’un 
ecoulement d’eau le long d’une riviere, on ecrit F = y — h(x, t ) = 0, avec h la hauteur d’eau par rapport 
au fond. La normale en tout point est donnee par VF/|VF|. Une surface materielle verifie 


car un point de la surface materielle a un instant donne reste toujours sur cette surface a n’importe 
quel autre instant (ses coordonnees peuvent changer au cours du temps si la surface se deforme, mais 
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il appartient toujours a l’interface). Par exemple, dans le cas de la surface libre d’une riviere, on a 


d F 
dt 


dt 


[y - h(x,t)) = 0 


dy 

dt 


dh 

d V 


(6.9) 


ou v est ici la vitesse verticale (dans la direction y) de la surface libre. 

Comme pour la paroi solide, la condition dynamique implique l’egalite des contraintes entre les 
fluides des deux milieux au niveau de l’interface. S’il y a des effets de tension de surface, il convient 
de rajouter un terme supplementaire traduisant cette tension pour la composante normale des efforts. 
Tres souvent, dans le cas d’une surface libre d’un ecoulement d’eau, il est possible de negliger Faction 
du fluide ambiant (Pair) et dans ce cas, on a 


^ fluide ' H — ( pl d~ T) • Tl — 0, 


le long de la surface libre. 


6.2 Base phenomenologique du comportement newtonien 
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6.2 Base phenomenologique du comportement newtonien 


La loi de Newton T = 2 pD tire son nom de l’experience de Newton, qui est le premier a avoir mis en 
evidence et proposer une relation decrivant la resistance d’un fluide visqueux. En 1687, Isaac Newton 
ecrivait « the resistance which arises from the lack of slipperiness of the parts of the liquid, other 
things being equal, is proportional to the velocity with which the parts of the liquid are separated 
from one another ». Cette observation est a la base de la theorie newtonienne des fluides. Traduit 
sous une forme moderne, cette phrase signifie que la resistance a l’ecoulement (par unite de surface) 
(autrement dit la contrainte r) est proportionnelle au gradient de vitesse U /h: 



( 6 . 10 ) 


ou U est la vitesse relative a laquclle se deplace la plaque superieure et h est l’epaisseur de fluide 
cisaille (voir figure 6.1). p est un coefficient intrinseque au fluide, appele viscosite. Cette relation est 
d’un grand interet pratique : 

- c’est la fagon la plus simple d’exprimer une loi rheologique (loi lineaire) ; 

- elle fournit un moyen de mesurer la viscosite p. 



Figure 6.1 : experience de Newton. Cette experience consiste a cisailler une couche de Guide entre deux 
plaques (ecoulement de Couette). 


En 1904, Trouton 1 realisa des experiences sur une barre de section carree composee d’un fluide 
tres visqueux (bitume), qui consistait a etirer le fluide a une vitesse constante. La figure 6.2 montre le 
principe de l’experience. Le fluide subit une elongation axiale a la vitesse constante d, definie comme 
etant : a ■=£/(., ou £ est la longueur de l’echantillon de fluide. Pour ses experiences, Trouton trouva 
une relation lineaire entre la force normale par unite de surface (contrainte normale) a et la vitesse 
d’ elongation : 

a = p e ot = p e j— (6.11) 

Cette relation est structurellement tres similaire a celle proposee par Newton, mais elle introduit un 
nouveau coefficient, qu’on appelle de nos jours la viscosite de Trouton ou viscosite elongationnelle. On 
trouve qu’on a la relation suivante entre viscosites p e = 3 p. 

Cela peut sembler un peu genant que deux experiences similaires (a premiere vue) ne fournissent 
pas le meme resultat. En fait ces deux experiences sont coherentes si on se sert des equations de 
Navier-Stokes, c’est-a-dire des equations du mouvement sous forme tensorielle et non pas simplement 
de lois empiriques. 

Dans le cas de l’experience de Newton, on montre facilement que le champ de vitesse est lineaire : 
u = Ue x y/h. Le gradient de vitesse ou taux de cisaillement est 7 = du/dy = U/h et on trouve que 

T = p'j. 

Dans le cas de l’experience de Trouton, on peut facilement resoudre les equations de Navier-Stokes si 
Ton neglige les termes inertiels (c’est-a-dire le terme gdu/dt ), ce qui est plausible car, pour pouvoir faire 
une experience d’elongation, il faut choisir un fluide tres visqueux et le solliciter lentement (experience 


1. Frederick Thomas Trouton (1863-1922) etait un physicien anglais. On lui doit notamment la loi de Trouton, qui 
enonce que le changement molaire d’enthalpie (ou de l’entropie) est constant au point d’ebullition. 


Voir 
§ 6.3. 
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Figure 6.2 : experience de Trouton. 11 s’a git de l’elongation axiale d’un barreau de Euide soumis a une 
contrainte normale a. 


a tres faible nombre de Reynolds) . Les composantes du tenseur des taux de deformation sont : 


D = 


—a/2 0 

0 a 
0 0 


Le tenseur des contraintes peut etre ecrit : 


0 

0 

-d/2 


£ 


0 0 0 

0 a 0 

0 0 0 


(6.12) 


(6.13) 


Une simple comparaison de ces equations conduit a poser : p = —pa and a = 3/id, c’est-a-dire : 
p e = 3/x. 



6.3 Methodes de resolution des equations de Navier-Stokes 
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6.3 Methodes de resolution des equations de Navier-Stokes 

Nous allons ici montrer comment les equations de Navier-Stokes permettent de retrouver les ob- 
servations experimentales de Newton et Trouton decrites precedemment. 

6.3.1 Experience de Newton 

Etape 1 : recherche des symetries 

On realise une experience de cisaillement en regime permanent. A priori , les composantes de la 
vitesse sont des fonctions des variables x, y , et t. On va simplifier cette dependance a l’aide des 
considerations suivantes : 

- le regime est permanent, done on peut ecrire que dt {- ) = 0 pour chacune des composantes; 

- l’ecoulement est unidirectionnel dans la direction x. La vitesse ne peut pas dependre de x. Atten- 
tion cela n’est pas necessairement vrai pour la pression car certains ecoulements unidirectionnels 
sont dus a un gradient de pression (ecoulement en charge). Nous verrons ici que la pression est 
effectivement independante de x, mais cela n’est pas vrai pour tous les ecoulements dans des 
conduits. 

Au final, cela veut dire que l’on a les dependances suivantes : p(x, y), u(y), et v{y). 



Figure 6.3 : experience de Newton. 


Etape 2 : equations du mouvement 

Les equations de Navier-Stokes pour un material! incompressible s’ecrivent 

V • u = 0, 

du „ „ 

q— = pg - Vp + V ■ T. 

On considere deux sortes de conditions aux limites : 

- cinematique : que valent les vitesses aux limites du domaine fluide? 
dynamique : quelles sont les forces sur ces limites du domaine ? 

Pour les vitesses : 

- le long des plaques (en y = 0 et y = h), la condition de non-penetration implique 

u = 0 (6.14) 

- le long des plaques, la condition d’adherence donne 

u = U en y = h, (6.15) 

u = 0 en y = 0. (6.16) 

Pour les forces : 

pas de condition imposee sur la plaque inferieure ; 
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- en revanche, pour la plaque superieure en mouvement, la force sur la facette superieure doit 
correspondre a celle imposee par la mise en mouvement de la plaque. L’equation du mouvement 
pour la plaque de masse M et de vitesse v est 

du 

M— = Mg + R + F, 
at 

F = Fe x la force appliquee par l’operateur pour mettre la plaque en mouvement et R = ( R x , R y ) 
etant la force exercee par le fluide sur la plaque, qui par definition s’ecrit 

R = [ E nds'. 

Js 

avec S = —pl + T le tenseur des contraintes totales et n = — e y la normale orientee de l’interieur 
(de la plaque) vers l’exterieur. Comrne la vitesse de la plaque est supposee constante, on tire de 
l’equation du mouvement de cette plaque que 

F + R x - 0. 


—Mg + R y = 0. 


soit R x = —F et R y = Mg. 
Cela donne done 


soit encore en y = h 


E • e y dS = Fe x — Mge yi 


1 

II 

HI 

(6.17) 

F 

(6.18) 

T X y = T = — , 


avec S la surface de la plaque ; 

- sur la facette du fond, on pourrait ecrire que la force exercee par le fluide doit correspondre a la 
force de reaction du support, mais on n’a pas besoin de conditions aux limites a cet endroit. On 
ne detaille done pas cette condition. 


Etape 3 : resolution des equations 


On commence a resoudre l’equation de conservation de la masse : 


du 

dx 



soit 


dv 

dy 


= 0 . 


II s’ensuit que v est constant, or la condition de non-penetration (6.14) impose v = 0. 
Examinons le tenseur des taux de deformation 



0 u'{y) 

u'{y ) 0 


ou Ton note que les termes normaux ( D xx = ( d x u ) et D yy = (d y v)) sont nuls compte tenu de la 
dependance des composantes de la vitesse vis-a-vis des variables d’espace et de la nullite de v. Le 
tenseur des extra-contraintes s’ecrit done : 


T = 2 gD 


0 gu'(y) 
gu'{y) 0 


6.3 Methodes de resolution des equations de Navier-Stokes 
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La projection selon x de ces equations donne 

dp dr dp d 2 u 

+ d^’ (6 - 19) 

ou r = T xy = fiu' (y) est la contrainte de cisaillement. On fait de meme pour la direction y 

dv 

-B9~-^ = 0, (6.20) 

dy 

cl’ou l’on deduit que la pression est de forme hydrostatique 


p = -egy + a, 

avec a une constante d’integration. La condition aux limites (6.17) donne 

Mg , 

P = — en y = h, 

car T xx = 0. Done on deduit que a = Mg/S + ggh. L’integration de l’equation (6.19) donne: 

u = by + c, 

avec b et c deux constantes d’integration. Les conditions aux limites (6.15-6.16) imposent c = 0 et 
b = U/h. Les profils de vitesse et de pression s’ecrivent done 

u = et p = ^ + gg(h - y). 

La force de frottement correspond a la force appliquee par l’operateur 

F = St = Sy^- = Sy^-. 

d y h 

On verifie done la relation trouvee experinrentalement par Newton, qui affirme que la force de frot- 
tement est une fonction lineaire de la vitesse U de la plaque et varie inversement proportionnelle a 
l’espacement h entre les deux plaques. 


6.3.2 Experience de Trouton 

Etape 1 : recherche des symetries 

On realise une experience d’elongation en regime permanent. A priori , les composantes de la vitesse 
sont des fonctions des variables x, y, z, et t. On va simplifier cette dependance a l’aide des considerations 
suivantes : 

- Le regime est permanent, done on peut ecrire que dt(-) = 0 pour chacune des composantes. 

- L’ecoulement est unidirectionnel dans la direction y. Comme il s’agit d’un mouvement d’elon- 
gation, cela veut dire que deux particules initialement contenues dans le meme plan horizontal 
restent au meme niveau, done v ne peut pas dependre de x ou z (sinon la barre serait en torsion). 

- Le probleme est invariant par rotation de 7t/2, done x et z jouent le meme role (on doit done 
avoir des equations identiques) et les vitesses selon x et z sont identiques. 

Meme raisonnement pour la dependance de u et w en y : ces deux composantes ne peuvent 
pas dependre de y car sinon a la surface libre (cote BC ou DA), il y aurait des deformations 
non homogenes. Par ailleurs, on doit avoir une contraction dans la direction x et z a cause de 
la conservation du volume (materiau incompressible) : on gagne en longueur, done on perd en 
largeur. 

- La symetrie fait que u ne peut pas dependre de z et vice versa, w ne peut pas dependre de x. 
Au final, cela veut que l’on a les dependances suivantes: u(x), w{z ), et v(y). 
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a 


z 

Figure 6.4 : experience de Trouton. 11 s’a git de l’elongation axiale d’un barreau de fluide soumis a une 
contrainte normale E = F/S. 


Etape 2 : simplification des equations 


Dans le cas de l’experience de Trouton, l’elongation n’est possible que si le materiau est tres 
visqueux et de poids negligeable devant les contraintes de traction (sinon la barre s’effondrerait sous 
l’effet de la gravite) et si les vitesses d’elongation sont assez faibles. Typiquement avec : p ~ 10 5 Pa-s, 
q ~ 2000 kg/m 3 , [7* = 1 mm/s, et L* = 1 cm, le nombre de Reynolds est de l’ordre de 


Re = 


2 x 10 3 10~ 3 10“ 2 

To 3 


= 2 x 10" 7 , 


ce qui implique que Re est tres petit et qu’on peut negliger les termes inertiels ; notons que l’ordre de 
grandeur de la pression hydrostatique est P* ~ ggL * « 2 x 10 3 1010 -2 = 200 Pa tandis que l’ordre de 
grandeur des contraintes visqueuses est cr* ~ pU*/L* = xlO 5 10” 3 /10 _2 = 10 4 Pa, ce qui rnontre que 
cr* P*. 

On peut considerer que les equations de Stokes sont une approximation correcte des equations de 
Navier-Stokes. 

Examinons le tenseur des taux de deformation 


D = 


u'(x) 

0 

0 


0 

v'iy) 

0 


0 

0 

w'{z) 


ou l’on note que les termes de cisaillement comme D xy = ( d y u + d x v)/2 sont nuls compte tenu de 
la dependance des composantes de la vitesse vis-a-vis des variables d’espace. Le tenseur des extra- 
contraintes s’ecrit done : 


T = 2 pD 


2pu'(x ) 0 0 

0 2 pv'{y) 0 

0 0 2 pw'(z) 


Les equations de Stokes pour un materiau incompressible s’ecrivent 


V • u = 0, 


Vp + V • T = 0. 


6.3 Methodes de resolution des equations de Navier-Stokes 
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La projection selon x de ces equations donne 

_dp dTx _ _dp 
dx dx dx+ ^ dx 2 


dp 

dx 


+ 2 pu"(x), 


( 6 . 21 ) 


ou T x = 
directions 


2pu'[x) est la contrainte normale dans la direction x. On fait de meme pour les autres 


-69 


dp 

dy 


dT y 

dy 


= - 69 


dp 

dy 


d 2 v 

l W 2 


2^7717 = ~89 - ^ + 2 pv"(y), 


dp 

dy 


( 6 . 22 ) 


_dp (K± = _dv 2 d^w 

dz dz dz ^ dz 2 

L’equation de conservation de la masse donne : 


-^7 + 2 pw"{z). 


du du dw 
dx dy dz 


(6.23) 


(6.24) 


Etape 3 : conditions aux limites 


On considere deux sortes de conditions aux limites : 

- cinematique : que valent les vitesses aux limites du domaine fluide? 

- dynamique: et quelles sont les forces? 

Pour les vitesses : 

- sur la facette du fond CD, on a 

v = 0 (6.25) 

(barre fixee sur le fond) ; 

- sur la facette superieure AB, on a 

v = l (6.26) 

ou £ = d£(t)/dt (la vitesse du fluide correspondant a la vitesse imposee par l’operateur. Cette 
vitesse est la derivee par rapport au temps de la distance £ = DA ; 

- sur les facettes laterales BC et DA, on ne peut rien dire pour u et w. On note toutefois qu’il 
s’agit d’un mouvement de contraction, done la vitesse 

u s’annule en x = 0 et w en z = 0. (6.27) 

Les composantes des vitesses u et w doivent etre des fonctions impaires. 

Pour les forces : 

pas de force sur les facettes laterales BC et DA ; 

- la force sur la facette superieure doit correspondre a celle imposee par l’operateur. Cela donne 
done 

/ E • e y d<S = Fe y , 

Js 

avec E = —pi + T le tenseur des contraintes totales. Soit encore 

Ty - P = ^ en y = £, (6.28) 

avec S' = a 2 la section de la barre (en toute rigueur il faudrait tenir compte de la contraction de 
la barre, mais on note que si la largeur diminue de e, on a S = (a — e) 2 = a 2 + 2ae + e 2 « a 2 au 
premier ordre) ; 

- sur la facette du fond, on pourrait ecrire que la force exercee par le fluide doit correspondre a la 
force de reaction du support, mais on n’a pas besoin de conditions aux limites a cet endroit. On 
ne detaille done pas cette condition. 
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Etape 4 : resolution des equations 

On commence a resoudre l’equation de conservation de la masse. On note que cette equation doit 
etre valable pour tout x, y , z. L’equation de conservation de la masse (6.24) n’est verifiee que si u' , 
v’, et w' sont des constantes et que la somme de ces constantes est nulle. De plus, on doit avoir 
w'(z) = u'(x) = cte. On pose done 

0 = v'(y) et u'{x) = w'{z) = 

oil /3 est une constante a determiner. L’integration de la premiere equation donne 

v(y) = Py + 7, 

avec 7 une constante d’integration. On se sert des conditions aux limites (6.25-6.26) pour trouver 

P = j et 7 = 0. 

On fait de meme pour u' = —/3/2, dont l’integration fournit 

u[x) = --x + r), 

avec Tj une constante d’integration. On se sert de la condition aux limites (6.27) pour trouver 

77 = 0. 


Le champ de vitesse w est egalement 



Reste maintenant a trouver la pression. La projection selon x de la quantite de mouvement [equation 
(6.21)] donne par integration selon x 


-p + 2 nu'(x) + C(y, z) = 0, 


avec C une constante d’integration, qui depend a priori de y et z puisqu’on integre 
trouver C, on substitue l’expression p = 2 fj,u'(x) + C(y , z) = —fin + C(y, z ) dans 
(6.22-6.23) 


dp „ , dC n ... . dC n 

~Q9 ~ + 2/UU ( y ) = -eg - (y) = -eg - — = 0, 


selon x. Pour 
les equations 


dont l’integration selon y donne 

C{y, z) = -ggy + D(z), 


avec D une constante d’integration, qui depend a priori de z. Par raison de symetrie, la pression ne 
peut pas etre une fonction de z via D [on pourrait faire le calcul en commengant d’abord par l’equation 
(6.23) selon z]. La pression s’ecrit done 


p= 2 / jz /( x ) - pgy + d > 

effet visqueux effet hydrostatique 


ou D est ici une simple constante. Contrairement a l’experience de Newton ou la pression etait identique 
a la pression hydrostatique (meme si le fluide n’est pas au repos), la pression est ici la somme de 
deux contributions : une premiere contribution represente la pression necessaire pour lutter contre 
la compression du fluide induite par la traction tandis que le second terme resulte du poids propre 
du fluide. Notons que l’ordre de grandeur de cette derniere est faible devant la premiere (ce qui est 
important pour que les conditions aux limites sur les bords verticaux AD et BC soient verifiees). 


6.4 Adimensionalisation des equations 
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La contribution hydrostatique de la pression doit etre nulle sur AB car il n’y a plus de fluide 
au-dessus et que la surface AB est en traction, d’ou D = ggl et C = gg{£ — y). Au final, on arrive a 

p = -Pp + gg{t- y)- 

On a resolu tout le probleme. Pour revenir a l’experience de Trouton, on peut faire remarquer qu’en 
y = £, on a d’apres l’equation (6.28) 


T y -p = 2g/3 + g/3 = 

soit encore 

F _ 3g d£ 

~S ~ Td t’ 

qui est bien la loi experimentalement obtenue par Trouton. 


6.4 Adimensionalisation des equations 

6.4.1 Choix des echelles 

L ’adimensionalisation des equations du mouvement est une etape importante : 

- elle peut permettre de simplifier les equations en supprimant les termes « petits » par rapport 
a d’autres ; 

elle permet de trouver les nombres sans dimension qui sont utiles pour proposer des criteres de 
similitude. Ces criteres servent en ingenierie a faire le lien entre des experiences a echelle reduite 
sur des maquettes et des ecoulements en grandeur reelle. Par exemple, pour optimiser la forme 
d’une coque de bateau, on realise des essais a echelle reduite dans des bassins. 

Le second point a ete aborde dans l’introduction de ce cours (§ 2.5). Le premier point va nous permettre 
de simplifier les equations du mouvement. On constate en general que les equations de type Navier- 
Stokes sont tres compliquees a resoudre, mais qu’il est possible de trouver des approximations qui 
fournissent une solution satisfaisante en pratique. L’adimensionnalisation des equations fournit un 
outil tres pratique pour supprimer des termes negligeables. Pour les equations de Navier-Stokes, on 
introduit un jeu de variables sans dimension : 

u — y U*U et x — y L*X 

T x —t g——SxiTy — y g-—Sy, et T xy — > g——SxY, 

J-J ^ J-J JLj ^ 

L * 

^WJ' 

p — > P*P 

avec p qui designe ici la la pression generalisee (pression + potentiel de gravite) et T (ou S) le tenseur 
des extra-contraintes. Quelques remarques : 

- les echelles ne sont pas independantes. Par exemple, si on fixe une echelle de vitesse et une echelle 
de longueur, on se donne necessairement une echelle de temps ; 

pour les variables d’espace, il peut y avoir plusieurs echelles. Par exemple, pour une riviere, la 
longueur de la riviere est bien superieure a sa largeur ou a sa hauteur ; il faut done introduire 
au moins deux echelles : une pour la longueur, l’autre pour la hauteur d’eau ; 
plusieurs echelles possibles pour la pression selon le type d’ecoulement. En general on pose 

- P* = pgP* (ecoulement a surface libre) ; 

- P* = gU* (ecoulement en charge) ; 

- P* = (ecoulement tres lent). 
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Rappelons que le nombre de Reynolds se definit comme le rapport de forces d’inertie sur des forces 
de viscosite : 

Re= gUJI 1= UJI 1 ^ ( 6 . 29 ) 

fX v 


avec v = fx/g la viscosite cinematique. Notons que le nombre de Reynolds fait appel a une vitesse 
caracteristique t/« et une longueur caracteristique H *. Cette derniere pourrait etre egalement P*. Le 
choix est souvent une affaire de convention ; le resultat final ne depend pas du choix particulier des 
echclles, mais attention toutefois 


- le nombre de Reynolds sert 

- dans des formules comme la formule de Darcy- Weisbach pour le frottement hydraulique 
(5.7), 

dans des classifications de regime d’ecoulement comme la transition laminaire/turbulente 
(voir § 6.4.2). 

II est essentiel de verifier que le choix des echelles et la definition du nombre de Reynolds sont 
coherents avec les formules employees. Par exemple, dans la formule de Darcy- Weisbach (5.7) 
employee pour un canal ou une riviere, la longueur caracteristique est le rayon hydraulique 
pondere d’un facteur 4 ; 

- la longueur caracteristique a utiliser dans la definition du nombre de Reynolds est generalement 
une taille caracteristique de l’ecoulement et des grandes structures turbulentes. Pour une riviere 
ou une conduite, cette longueur caracteristique est done la hauteur d’ecoulement ou le diametre 
de la conduite car ce sont elles qui conditionnent la taille des plus grandes structures turbulentes ; 
on ne prend pas la longueur de la riviere ou de la conduite car elle ne renseigne en rien sur les 
structures turbulentes. Pour une aile d’avion ou un obstacle de taille hnie dans un ecoulement, la 
longueur caracteristique est generalement la longueur car e’est elle qui fournit l’ordre de grandeur 
des grandes structures turbulentes qui peuvent affecter l’aile ou l’obstacle. 


6.4.2 Regimes d’ecoulement 


En substituant les variables dimensionnclles par des variables sans dimension, on tire les equations 
de Navier-Stokes sous forme adimensionnelle : 

On deduit trois comportements possibles selon la valeur du nombre de Reynolds : 


Quand Re — > oo : 


d U 
dr 


I\ 

' QU* 


VP 


Ce sont les equations d’ Euler sous forme adimensionnelle (pour le fluide dit parfait ou fluide non 
visqueux). Les frottements visqueux peuvent etre negliges ; l’ecoulement est done controle par un 
equilibre entre forces de pression et d’inertie. Les equations d’Euler fournissent alors une bonne 
approximation du mouvement. Le mouvement d’un avion en vol sub- ou supersonique peut done 
etre etudie a l’aide de ces equations. Le theoreme de Bernoulli fournit des approximations utiles 
quand la geometrie du probleme s’y prete. Pour des applications, voir § 4.2. 

Quand Re — > 0 : 

0 = -VP + V ■ S 


Ce sont les equations de Stokes sous forme adimensionnelle (pour le fluide sans inertie). L’ecou- 
lement est entierement commande par l’equilibre entre gradient de pression et force visqueuse. 
Ce type d’ecoulement s’observe tres frequemment dans des ecoulements a travers des materiaux 
poreux, des ecoulements pres d’obstacles (couches limites laminaires), des problemes de sedimen- 
tation de particules fines, etc. Pour des applications, voir § 6.5. 

Quand Re = 0(1 — 100), inertie, gradient de pression, et viscosite sont trois processus de meme 
importance. II faut resoudre l’equation de Navier-Stokes completement. Notons que pour Re > 
2000, l’ecoulement devient turbulent. Pour des applications, voir § 6.7. 
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Pour des ecoulements a tres faible nombre de Reynolds, les termes inertiels dans les equations de 
Navier-Stokes sont negligeables et l’ecoulement est controle par un equilibre entre pression et contrainte 
visqueuse. L’approximation des equations de Navier-Stokes quand Re — > 0 est appelee equation de 
Stokes. Sous forme adimensionnelle (avec P* = /rt/»/L), on a pour un fluide incompressible 


f VP = AU 
{ V-C7 = 0, 


(6.30) 


car V • D = A U par definition du laplacien et dc D. Sous forme dimensionnelle, (6.30) s’ecrit Vp = 
2pA u et V • u = 0. On peut transformer ce jeu d’equations en decouplant le champ de pression et celui 
de vitesse en prenant le divergence de l’equation de conservation de la quantite de mouvement. On 
obtient alors un jeu d’equations independantes pour chaque variable. On montre alors que la pression 
est une fonction harmonique alors que la vitesse est une fonction dite biharmonique 

A P = 0, 

V 4 C/ = 0, 

avec V 4 / = A A/ l’operateur biharmonique (on applique deux fois de suite l’operateur de Laplace). 

On va voir des applications assez diverses et plus ou moins directes de ces equations dans des 
problemes d’ingenierie : 

- sedimentation de particles (cf § 6.5.1) : calcul de la vitesse de sedimentation en fonction du 
diametre ; 

- ecoulement dans un massif poreux (cf § 6.5.2) : calcul du debit d’infiltration a travers un sol; 
lubrification d’un palier (cf § 6.5.3) : force supportee par le palier d’un moteur. 


6.5.1 Sedimentation 

On souhaite calculer la vitesse u p de sedimentation d’une particule spherique de diametre 2a et de 
masse volumique g p dans un fluide newtonien au repos (viscosite p, masse volumique qj). On considere 
tout d’abord le probleme analogue ou c’est la particule qui est immobile et le fluide en mouvement 
avec une vitesse loin de la particule egale a —u p . A l’aide des fonctions de Green, on peut montrer que 
la force exercee par le fluide sur la particule est alors : 

F = 67 rpaUp. 



Figure 6.5 : mouvement d’une sphere dans un fluide newtonien. 
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Maintenant si on revient au probleme originel, on peut deduire la vitesse de la particule lorsqu’elle 
sedimente. En regime permanent, la force de resistance du fluide contrebalance exactement le poids 
« dejauge » 2 de la particule ; on a done 


F = ditgaUp = m'g, 

avec m! = 4(g p — gf)na 3 /3. Cette relation est souvent appelee loi de Stokes. On deduit immediatement 

m'g 2 


67 r/ra 9 


( Qp Bf ) 


g 2 g 


Notons au passage que la force de frottement exercee par le fluide se met le plus souvent sous la 
forme 

F — — Cd (Rep ) g f ttq. u p , 

avec Cd le coefficient dit de trainee , qui est ecrit comme une fonction du nombre de Reynolds particulaire 
Re p = gfU p 2a/ /i 3 , 7 ra 2 est la section efficace de la sphere vue par le fluide. On se reportera au chapitre 2 
pour comprendre l’origine de cette formulation. Par comparaison avec les deux equations, on deduit 
immediatement que 

Cd = jr~- 

Re p 

L’avantage de cette formulation est qu’on peut la generaliser pour des ecoulements a nombre de 
Reynolds grand ou intermediate (voir figure 2.7). 

Application numerique. - Calculer la vitesse de sedimentation d’une argile avec a = 1 pm et 
g p = 2650 kg/m 3 dans de l’eau (gj = 1000 kg/m 3 et g = 10“ 3 Pa-s) : 

9 1 0 -12 x Q 81 

Up = -(2650 - 100 °) 10-3 = 3 > 6 Ws- 

Le nombre de Reynolds particulaire associe est 


Re p = 


2 g fUp a 2 x 1000 x 3,6 x 10" 6 x 10" 6 

p _ lfF 3 

done l’hypothese de nombre de Reynolds faible est bien verifiee. 


= 37,2 x 10" 6 < 1, 


6.5.2 Ecoulement dans les milieux poreux 

Un milieu porerrx est un materiau au sein duquel existe un reseau de pores ou de canaux relies 
entre eux. Un sol, la plupart des materiaux de construction, certains alliages metalliques (obtenus par 
frittage d’une poudre) offrent des exemples de milieux poreux. Lorsque les pores sont de petite taille, 
l’ecoulement d’un liquide newtonien (eau, air, huile, etc.) se fait a toute petite vitesse et 1’ approximation 
de Stokes est generalement valable. Pour que le fluide s’ecoule a travers un milieu poreux, il faut exercer 
un gradient de pression pour vaincre les forces de frottement au sein du reseau interne. Le probleme 
qui se pose en ingenierie est de calculer le debit qui transite a travers un massif poreux connaissant le 
gradient de pression. 

Si on considere un cas ideal tel que l’ecoulement d’un fluide entre deux plans paralleles de longueur 
L et espaces d’une distance d , on montre que la vitesse moyenne u (ou vitesse debitante) est reliee au 
gradient de pression par la relation 

A p g _ _d p _ jj_ u 

L dx ko ’ 

avec k 0 = d 2 / 12 un coefficient de permeabilite de la structure poreuse (appele permeabilite intrinseque) 
et p g la pression generalisee. Ce resultat se generalise empiriquement quand on considere un materiau 

2. Le poids « dejauge » est le poids moins la force d’Archimede. 

3. Attention la definition du nombre de Reynolds particulaire varie d’un auteur a l’autre. 
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L 


Figure 6.6 : ecoulement a travers un massif poreux. 


Tableau 6.1 : quelques valeurs de permeabilite des milieux poreux. 

k 0 (en pm 2 ) 

“sol 0,1-10 

roche dure (gres) 5 x 10 -4 — 5 

roche sedimentaire (calcaire) 2 x 1CF 3 — 0,05 
sable 20-200 


poreux quelconque (assemblage de reseaux) . La loi qui lie vitesse debitante et gradient de pression est 
connue sous le nom de loi de Darcy 4 

k 

u = Vp, (6.31) 

99 

avec k le coefficient de permeabilite ou de filtrage, appelee conductivite hydraulique ; on a k = ggko/p. 
Le terme gg sert a transformer le terme de pression en equivalent « hauteur d’eau » (equivalent 
souvent utilise en ingenierie). On passe parfois le terme gg sous Poperateur V ; la quantite p/(gg) est 
dimensionnellement equivalente a une hauteur et on l’appelle la charge hydraulique H . L’equation de 
Darcy (6.31) s’ecrit done egalement 

u = -kVH. 

On note la ressemblance entre cette equation et les lois de Fick et de Fourier utilisees respectivement 
pour le calcul des gradients de concentration et de temperature. Avec les notations employees ici, k est 
homogene a une vitesse [m/s], alors que kg est homogene a une surface [m 2 ]. Seul ko est intrinseque 
au materiau ( k depend du fluide interstitiel) . Le tableau 6.1 fournit quelques ordres de grandeur pour 
ko- 

Avec la loi de Darcy, on peut par exemple calculer le debit d’infiltration q (par unite de largeur) 
a travers un massif poreux (voir figure 6.6) qui separe deux retenues d’eau (au repos) a des niveaux 
differents et constants hi et h 2 . On suppose que la ligne d’eau est a faible courbure de telle sorte que 
l’ecoulement est a peu pres unidirectionnel ; cela implique que dans la formule de Darcy (6.31), on a 
Vp « ( dp/dx , 0). On suppose egalement que l’ecoulement d’eau est tres lent et qu’il n’y a pas d’effet 
de tension de surface, done la pression reste hydrostatique aussi bien dans les retenues d’eau que dans 

4. Henry Philibert Gaspard Darcy (1803-1858) etait un hydraulicien frangais. Ingenieur des Ponts et Chaussees, il a 
ete l’auteur de plusieurs contributions majeures en hydraulique en puisant dans les problemes qui se posaient a l’ingenieur 
de l’epoque. On lui doit ainsi les premieres notions sur la couche limite dans l’ecoulement d’un fluide, le developpement 
de l’equation de Darcy- Weisbach (resistance de l’ecoulement dans un conduit), la loi de Darcy de l’ecoulement en milieux 
poreux, qui a ete la pierre fondatrice de l’hydraulique souterraine, ainsi que des ameliorations notables du tube de Pitot 
pour mesurer les vit esses au sein d’un fluide. 
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le massif : p = ggh(x) en tout point du massif. Le debit est ici defini comme le produit de la hauteur 
d’eau h(x) et de la vitesse debitante u 


q = uh(x) 



h(x). 


Par ailleurs, en regime permanent, le debit est constant, done l’integration de l’equation ci-dessus 
donne 


qx = — — kh 2 + a, 


avec a une constante d’integration. Compte tenu des conditions aux limites (en x = 0, h = hi), on en 
deduit que a = khf/2, soit finalement en x = L 


Q = 



hi). 


D’autres applications importantes de la formule de Darcy sont donnees par le pompage d’une nappe 
(rabattement de nappe) a travers un puits et l’ecoulement sous un barrage (stability de barrage). 


6.5.3 Effet coin d’huile 


Considerons une couche d’huile (supposee incompressible) entre deux plans metalliques mobiles 
(par exemple, huile de lubrification dans un palier de moteur) espaces d’une hauteur variable h{x) 
et de longueur l. L’espacement h reste tres petit devant i : h(x) -C i. La vitesse de deplacement du 
plan inferieur est constante et egale a Ud ; cello du plan superieur est nulle. Les echelles typiques du 
probleme sont les suivantes: U* = 1 cm/s (vitesse des plans), if, = 1 mm (espacement des plans), 
L* = £ = 10 cm. La viscosite p d’une huile de type silicone est de l’ordre de 1 Pa-s ; sa masse volumique 
est de l’ordre 1100 kg/m 3 . Le rapport d’aspect e et le nombre de Reynolds sont petits 

H * in _ 2 , „ qU*. H* 1,1 x 10 3 x 10- 2 x 10- 3 in _ 2 

e = — = 10 et Re = = « 10 . 

L* pi 



Figure 6.7 : couche de lubrihant entre deux parois. 

Nous introduisons les variables sans dimensions suivantes : 

u U*U et v — > V*V, 
x — y L*X et y — y / /. V 1 

Notons que l’equation de continuite (6.32) implique que V* = U*H*/L* = eU *. Pour la pression, on 
introduit l’echelle P* = pU*/(eL *) (voir infra; il faut que le gradient de pression equilibre le gradient 
de cisaillement) ; on introduit une pression generalisee (pression du fluide + potentiel gravitaire) sans 
dimension: p — y PP *. La projection des eciuations de Navier-Stokes dans le repere attache a la partie 
hxe du palier (quoique l’origine soit attenante a la plaque inferieure qui est mobile) donne pour la 
conservation de la masse : 


du dv 
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et des equations de quantite de mouvement : 

, du du du 


B ^Tt +U T X +V Ty 


dv dv 


dv 


B ^t +U Tx +V d-y 


dp 

dx 

dp 

dy 


' l 1 


■n 


( d 2 u d 2 u 
\<9x 2 dy 2 

/ d 2 v d 2 v 
\<9x 2 dy 2 


(6.33) 

(6.34) 


avec p la pression generalisee. On substitue les variables dimensionnelles par les variables sans dimen- 
sion, ce qui fait apparaitre les rapports sans dimension Re et e. Les equations du mouvement sans 
dimension s’ecrivent alors : 

dU dV 

ax + ay = 0 ' < 6 - 35 > 

. r) 2 TT PP-TJ 

(6.36) 


d U 

dP 

, e2 d 2 u 

d 2 U 

d t 

dX 

dx 2 

dY 2 ’ 

dU 

dP 


d 2 V 

dt 

dY 

dX 2 

dY 2 ' 


(6.37) 

On neglige les termes qui sont petits devant 1, c’est-a-dire ici tous les termes ou e et/ou Re apparaissent. 
La projection sur l’axe x de l’equation (6.36) donne ainsi 


dP d 2 U 


= 0 , 


ce qui peut s’integrer facilement 


dX dY 2 

u = -ry 2 + oY + b. 


avec r = — dP/dX le gradient de pression motrice sous forme adimensionnelle, a et b deux constantes 
d’integration. En repassant sous forme dimensionnelle, nous obtenons : 


u = - Gy 2 


ay - 


ou a et b sont deux constantes d’integration (mais dimensionnelles) et G(x ) = —dp/dx est le gradient 
de pression motrice sous forme dimensionnelle. On suppose que G est une fonction de x uniquement. 
Les conditions aux limites sont 

y = 0,U = 0, 

y = h(x),u = u d 


On obtient finalement 

u(x,y) = 

La conservation du debit entrame que 


Gh 2 (x) y G_V 
2 p h \ h 


Ud 


(*-!)• 


f h(x) , Gh 3 (x) u d h(x) 

q= L udv = -nr + ~2~ = 


ce qui impose que le gradient de pression est 


12/i ( u d h(x) 
G ( x ) = TT7TT l 


h 3 ( x ) y 1 2 

Une nouvelle integration donne le profil de pression motrice 

'u d r d^ 


p(x) - Pi = I2p 


h 2 ( 0 


h 3 (d) 


Si Ton suppose que le palier baigne dans un bac d’huile, on a pi = P2 = Po, avec po une pression au 
sein du bac (la pression a droite et a gauche du palier est done constante et egale a po )• Done, si Ton 


152 


6. Ecoulements laminaires et turbulents 


considere le palier sur toute sa longueur, le gradient de pression est nul, ce qui implique que le debit 


verifie finalement 


Q = 


:/c 




Ud JQ h 2 (£) 
Jo fc3(£) 


Pour un profil lineaire de palier 


h{x) = hi + 


h 2 — h\ 


x = h 2 A + 


1 - A 


avec A = h\/h 2 > 1 le rapport de hauteur, on obtient par integration 

A 


q = u d h 2 


1 + A ' 


Application numerique. - Considerons que le palier soit en forme de coin avec un angle petit 
(£ = 10 cm, /I = 1 Pa-s, u d = 1 cm/s, h 2 = 0,1 mm). On a done tan |a| = (h\ — h 2 )/£ = h 2 (X — \)/£ 
qui doit etre petit ; par exemple, on prend a = 0,11° (soit A = 3). On note p re f la pression de reference 
Pref = Hu d L/h% = 100 kPa. La repartition de pression au sein du coin est done 

P(x) - Po = 6 / _ h_\ f h_ _ \ 

Pref A 2 - 1 V h 2 ) \h 2 ) ’ 

ce qui donne une surpression maximale de 


Pmax Po 3 A 1 q 

Pref 2 A(A + 1) 

L’ordre de grandeur de la pression de reference est de 100 kPa, la pression maximale de l’ordre de 25 
kPa, ce qui autorise le deplacement de pieces dont le poids peut atteindre des valeurs importantes : un 
palier de 0,1 x 0,1 m 2 peut ainsi supporter des masses d’environ 250 kg. 
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6.6 Couche limite 

6.6.1 Definition 

Dans les ecoulements a grande vitesse autour d’obstacle ou pres d’une paroi, le nombre de Rey- 
nolds de l’ecoulement est le plus souvent tres grand, ce qui fait que l’ecoulement peut etre considere a 
l’echelle macroscopique comme etant dans un regime turbulent et les effets de la viscosite sont negli- 
geables. Toutefois, pres d’une paroi solide, la condition d’adherence implique que la vitesse doit tendre 
rapidement vers 0. Si on definit un nombre de Reynolds local a l’aide de la vitesse reelle (et non d’une 
echelle de vitesse), celui-ci tend egalement vers 0, ce qui veut dire que tres localement, dans le voisinage 
de la paroi, l’ecoulement est dans un regime laminaire et les effets de viscosite deviennent predomi- 
nants. Cette zone de faible epaisseur accolee a la paroi s’appelle une couche limite. Cette notion a ete 
proposee par Prandtl en 1905 : 

- pres d’une paroi solide, il existe une couche de tres faible epaisseur dans laquelle les forces de 
viscosite sont predominantes ; 

- loin des parois, l’ecoulement peut etre considere comme turbulent ou non visqueux. 

Cette decomposition perrnet de traiter un grand nombre de probleme en decouplant les effets a grande 
echelle (lies a la turbulence) et ceux intervenant a petite echelle pres d’une paroi (et faisant jouer un 
role crucial a la viscosite du fluide). 

L’epaisseur S de la couche limite peut etre estimee a l’aide de l’analyse dimensionnelle. Considerons 
une plaque placee dans un fluide newtonien de masse volumique g et viscosite dynamique p soumis a 
un champ de vitesse uniforme U loin de la paroi. Pres de la paroi se developpe une couche d’epaisseur 
8{x), qui varie avec la distance x depuis le bord d’attaque de la plaque; x et 5 sont les deux echelles 
de longueur du probleme et on va supposer que e = S/x -C 1 (la couche est tres peu epaisse). L’echelle 
de vitesse dans ce probleme est U. L’echcllc de vitesse est ET* = U et l’echelle de temps est T* = x/XJ*. 

v 



Figure 6.8 : couche-limite le long d’une plaque placee dans un champ de vitesse uniforme. 


Dans l’equation de Navier-Stokes, le terme d’inertie est d’ordre 


du 

e m 


du 


U 2 


QU- Q . 

dx x 


Les termes de viscosite ont les ordres de grandeur suivants 


d 2 u U 2 U d 2 u U 

“a* ~ V = "a? ~ “p- 

Comme e < 1, on en deduit cjue u xx u yy : les variations normales a la paroi sont preponderantes 
par rapport aux variations longitudinales. L’equilibre dynamique implique que les forces de viscosite 
contrebalancent localement l’inertie du fluide 


du 


QU 


dx 



=► 5 = 



done si on definit un nombre de Reynolds local sous la forme 


Re ; „ 


qUx 
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alors on a 


1 

Re^ 


L’epaisseur de la couche limite varie comme l’inverse de la racine carree du nombre de Reynolds local. 
En rearrangeant les termes, on a aussi 


gU ’ 

done S oc y/x : la forme de la couche limite est parabolique. 


6.6.2 Equation de la couche-limite 

Nous reprenons le probleme de la couche-limite le long d’une plaque horizontale semi-infinie (voir 
figure 6.8). L’ecoulement est permanent et bidimensionnel au voisinage de la plaque: u = ( u , v). Le 
fluide est incompressible, de masse volumique g et de viscosite g. Loin de la paroi le champ de vitesse 
est uniforme, mais peut eventuellement dependre de x : u = u e ( x). Les equations du mouvement sont 
donnees par les equations de Navier-Stokes, qui compte tenu de nos hypotheses prennent ici la forme 
suivante 

du dv 


dx dy 
du du 


= 0, 

e ' u o; + l % l = - 

dv dv 

e '“te +v a;l = - 

Les conditions aux limites sont les suivantes 


dp « 

+ g | 

( d 2 u 

d^u\ 

dx 

\dx 2 

dy 2 ) 

dp « 

+ M 1 

( d 2 v 

d 2 v\ 

dy 

\dx 2 

dy 2 ) 


u(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0, et lim u(x, y) = u e {x). 

y—> oo 

On introduit, comme precedemment, les echelles et variables adimensionnelles suivantes 

u — y U*U v — y V*E x — ^ L*X, et y y 
L * 


(6.38) 

(6.39) 

(6.40) 

(6.41) 


t 


U < 


■r, et p — > gU£P 


avec [/*, V"*, L*, et it* des echelles de vitesse, de longueur, et de hauteur de la couche limite, respec- 
tivement. On pose 

gU$;L% H 3^ 


Re = 


et e = 


g L* 

L’equation (6.38) conduit a choisir V* tel que V* = eU*. De plus, la discussion menee au § 6.6.1 conduit 
a prendre H„ = L* Re -1 ^ 2 . Avec ces nouvelles variables, les equations de la couche limite (6.38-6.40) 
deviennent 

dU dV 


U- 


dX 
dU 
dX 4 
dV 


dY 


= 0, 


U 


dU _ dP 
V dY ~ ~dX 


V 


dV 


dX dY 
On deduit qu’au premier ordre en e, on a 

dU 
dX 
dU 


dP 

dY 


- Re 
Re 


_yd 2 U d 2 U 


dX 2 
—2 d 2 V 


dY 2 ' 

d 2 V 


= 0, 
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dX 
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dY 


dU_ _ dP 
V dY ~ ~dX 


dX 2 dY 2 ' 


d 2 U 


dY 21 


0 = - 


dP 
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La derniere equation montre que dans une couche limite, il n’y a pas de gradient de pression dans la 
direction y : la pression ne varie pas dans la direction normale a la paroi, ce qui veut dire encore que 
la pression est gouvernee par l’ecoulement externe (loin des parois). L’equation de Bernoulli impose 
que 'L = \gu 2 + p soit constant, done 

dp d u e 

di = ~ gUe ' dP 

Si le champ de vitesse loin de la paroi est totalement uniforme (e’est-a-dire , independant de x), alors 
dp/dx = 0. Sous forme dimensionnelle, les equations de la couche-limite pour une plaque sont done: 


du dv 
dx dy 

du du dp d 2 u 

dx V dy dx dy 2 


6.6.3 Equation de Blasius 


Considerons le cas ou effectivement u e est constant (independant de x), les equations de la couche- 
limite sous forme dimensionnelle sont done 


du dx 
dx dy 

du du d 2 u 

u d^ + v d^ = v W 


(6.42) 

(6.43) 


avec pour conditions aux limites : u(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0, et lim^oo u(x, y) = u e . Cette equation 
peut se resoudre a l’aide de la fonction de courant ip definie telle que u = ip y et v = —ip x . L’equation 
de continuity (6.42) est automatiquement satisfaite tandis que l’equation de quantite de mouvement 
donne : 


dip d 2 ip dip d 2 ip d 3 ip 

dy dydx dx dy 2 V dy 3 


(6.44) 


alors que les conditions aux limites imposent : ip y (x, 0) = 0, ip x (x, 0) = 0, et lim y _> 0 0 ip y (x, y) = u e . 
C’est une equation aux derivees partielles du troisieme ordre, qui peut etre simplifiee en recherchant 
des solutions auto-similaires de la forme 


ip = y/uexvf^q), avec rj = y 



Quand on substitue cette forme dans l’equation (6.44), on obtient l’equation de Blasius 5 


V" + Sf" = 0, 


avec pour conditions aux limites /( 0) = /'( 0) = 0 et /'(o o) = 1. II n’existe pas de solution analytique 
a cette equation, mais comrne il s’agit d’une equation differentielle ordinaire, elle est bien plus simple 
a resoudre numeriquement que l’eciuation originale (6.44) ; entre autres, une methode numerique de 
tir permet de la resoudre. Une fois / determine numeriquement, on deduit le profil de vitesse (voir 
figure 6.9) 


u = 


dip 

dy 

dip 


dx 


Uefiv ), 



/)• 


5. Heinrich Blasius (1883-1970) etait un mecanicien des fluides allemand, eleve de Ludwig Prandtl. Il est l’un des 
createurs du laboratoire de Gottingen en Allemagne, ou des percees substantielles en mecanique des fluides furent 
realisees entre les deux guerres mondiales. Son nom est principalement lie a l’equation de la couche limite pour une 
plaque finie et a son coefficient de frottement. Toute sa vie, il travailla sur les problemes de couche limite, les lois de 
similitude, les pertes de charge dans les conduites, et le transfert de chaleur. 
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Figure 6.9 : profil de vitesse u(t /), solution de l’equation de Blasius. 


Un probleme associe a la determination du profil de vitesse est la determination de la contrainte a 
la paroi et du coefficient de frottement. La contrainte de cisaillement vaut 


du 

Tp = fl d~y 


y = o 


= ^V^/"(0), 
x 


avec Re x = u e x/v. Le coefficient de frottement parietal est done 

2 /"( 0 ) 0,664 


Cf = 


\q u I 


\/ lie, \/ I i c' r 
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6.7 La turbulence ou les limites du modele newtonien (lami- 
naire) 

Reynolds a mis en evidence simplement la turbulence en realisant l’experience reportee sur la 
figure 6.10: il s’agit d’injecter dans un ecoulement le long d’un tube cylindrique un filet d’encre 
coloree. Si l’ecoulement est laminaire, la trajectoire des particules est parallele a la generatrice du 
tube ; le filet d’encre reste done un mince filet, qui peut eventuellement se diluer sous l’effet de la 
diffusion moleculaire. Dans un ecoulement turbulent, en revanche, les trajectoires sont erratiques, ce 
qui conduit a une dispersion rapide de l’encre et la formation de structures sous forme de volutes, 
appelees tourbillons. 



(c) 


Figure 6.10 : mise en evidence de la turbulence (l’experience de Reynolds). 


Quand l’inertie augmente, les petites fluctuations de vitesses peuvent etre amplifiees a cause de 
la non-linearite du terme convectif uS7u dans la derivee particulaire, ce qui conduit a une perte de 
stability de l’ecoulement. On dit que l’ecoulement devient turbulent. 

Pour mettre cela en evidence dans les equations de Navier-Stokes (6.4), on introduit la decom- 
position de Reynolds de la vitesse en une valeur moyenne et une fluctuation: u = (u) + u' . Quand 
on moyenne cette decomposition, les fluctuations disparaissent (u 1 ) = 0, ou le symbole (•) designe 
l’operateur moyenne. Dans les equations de Navier-Stokes, on remplace u par la decomposition de 
Reynolds, puis on moyenne les equations ; on part de l’equation (6.4) 


du 

~dt 


V • uu = — 


e 


Vp* -\- W • T , 
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(p* est la pression generalisee) pour aboutir a : 

e + V • («><«>) = -V(p*> + V ■ T - pV • (u'u 1 ), 

car {u'u') / Oa priori. Cette derniere equation appelee equation de Reynolds est tres semblable a la 
premiere (Navier-Stokes) si ce n’est qu’un nouveau terme est apparu 

St = —q{u'u'). 

C’est le tenseur de Reynolds (qui represente la turbulence). Ce nouveau tenseur (symetrique) intro- 
duit de nouvelles inconnues et il faut done fournir des relations supplementaires pour resoudre le 
systeme d’equations. On parle de fermeture des equations du mouvement. Le regime d’ecoulement 
est caracterise selon la valeur du nombre de Reynolds : 

- Re —> 0 : ecoulement laminaire ; 

- Re = 0(100 — 1000) : ecoulement transitionnel ; 

- Re > Re c = 0(2000) : ecoulement turbulent, turbulence developpee; 

Les valeurs exactes des seuils de transition dependent de la geometrie de l’ecoulement. Comme le 
montre la serie de cliches des figures 6.11 et 6.12, la transition vers la turbulence se fait assez lentement 
quand on augmente le nombre de Reynolds. Pour un cylindre les premiers effets se font sentir pour 
des nombres de Reynolds proches de 1 ; jusqu’a des nombres de Reynolds de quelques centaines, 
l’ecoulement presente des structures bien organisees (allee de von Karman) dans le sillage du cylindre. 
Si Ton prenait une sphere au lieu d’un cylindre, les valeurs des seuils seraient differentes. 

La turbulence traduit une perte de stability du regime laminaire ; elle introduit done du desordre 
dans la distribution des vitesses. Une des principales difficultes de l’etude de la turbulence est que, 
malgre le desordre induit, de nouvelles structures apparaissent. Les ecoulements atmospheriques pre- 
sentent de nombreux exemples de structures turbulentes : forme en spirale des depressions et ouragans, 
forme des nuages, etc. L’existence de ces structures explique le caractere non local de la turbulence : ce 
qui se passe a un endroit donne peut dependre tres fortement de ce qui passe dans un voisinage plus 
ou moins eloigne. Cela implique que, pour le traitement statistique de la turbulence, il est necessaire 
d’introduire des echelles de longueur caracteristiques. 
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Figure 6.11 : ecoulement permanent d’un Quide visqueux (eau) autour d’un cylindre (a base circulaire) pour 
differentes valeurs du nombre de Reynolds: (a) Re = 1 , 54 ; (b) Re = 9 , 6 ; (c) Re = 13,1 : (d) Re = 26 . Les 
lignes de courant sont rendues visibles en ensemenqant de la poudre d' aluminium. Au fur et a mesure que le 
nombre de Reynolds est augments, deux vortex se torment a l’arriere du cylindre. 



Figure 6.12 : ecoulement permanent d’un Quide visqueux (eau) autour d’un cylindre (a base circulaire) 
pour differentes valeurs du nombre de Reynolds: (a) Re = 105 ; (b) Re = 140 . Les lignes d’emission sont 
rendues visibles en emettant une fumee d’un colloide blanc et en eclairant par un tranche de lumiere. C’est un 
phenomene appele « allee de von Karman », qui correspond a la formation de paires de vortex. 
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Figure 6.13 : tourbillons generes par des a iles d’avion. 



Figure 6.14 : un ecoulement turbulent rencontrant un obstacle peut generer des lachers de tourbillons, appeles 
allee de von Karman, ici c’est un mouvement d’air humide a u-dessus de l’lle de Broutona (Russie, peninsule 
du Kamtchaka) qui genere les tourbillons de von Karman [NASA, USGS]. 
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Figure 6.15 : un ouragan (Jane) dans l’hemisphere nord est une structure tourbillonnaire [NASA], 



Figure 6.16 : instability de Kelvin-Helmoltz rendue visible par les nuages. 
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6.8 Moyenne des equations de Navier-Stokes 


La cle pour comprenclre (un peu) et modeliser la turbulence est liee a la notion de fluctuations de 
vitesse et de pression: les ecoulements turbulents presentent des fluctuations aleatoires des vitesses. 
En pratique, cela veut dire que si Ton met un tube de Pitot dans une riviere pour mesurer la vitesse 
locale, on observe que la vitesse fluctue au cours du temps (voir figure 6.17). On decompose alors la 
vitesse instantanee u(t) en une vitesse moyenne (vitesse moyennee dans le temps) et une fluctuation 
de vitesse notee u' 

u(t ) = (u) + u'(t ), 

avec 

(u)= ^ J u(t)dt, 

la moyenne temporelle de la vitesse ; experimentalement, la moyenne se calcule en integrant le signal 
sur un temps arbitraire T (en general, T doit etre choisi suflisamment grand pour que la moyenne soit 
stationnaire). On a vu que cette decomposition s’appelle decomposition de Reynolds. 


u(t ) 




It, t 

Figure 6.17 : fluctuation de la vitesse instantanee. 


Sur le plan theorique, l’operateur u(x 7 t) — > y / Q T u(x 7 t)dt s’appelle V operateur moyenne tempo- 
relle; il permet de passer d’une vitesse instantanee u(x 7 t) a une vitesse moyenne (u) (qui ne depend 
plus de la position x ). On peut construire d’autres operateurs de moyenne : par exemple une moyenne 
dans l’espace (dite moyenne spatiale) ou une moyenne d’ ensemble , ou Ton suppose que Ton realise la 
meme experience un tres grand nombre de fois et qu’on moyenne sur ces « realisations ». On admet 
le plus souvent que ces moyennes sont equivalentes entre elles (on parle d ’ergodicite du systeme) et 
qu’on peut les interchanger sans probleme. L’operateur moyenne a plusieurs proprietes interessantes : 

- la moyenne d’une somme est egale a la somme des moyennes : (/ + g) = (/) + ( g ) ; 

- la moyenne d’un produit d’une fonction / par une constante a est : (a /) = a(f ). Attention cela 
ne marche pas pour deux fonctions non constantes (fg) ^ ( f)(g ) ; 

- la moyenne est invariante par elle-meme : ((f)) = (/). On tire de cette relation et de la precedente 
que (f(g)) = (f)(g ) ; 

- la moyenne d’une fluctuation est nulle (u r ) = 0 ; 

- mais la moyenne du carre d’une fluctuation n’est pas nulle : (u' 2 ) > 0 (sauf si u’ = 0) ; 

- on peut intervertir les operations de moyenne et de differentiations (grace a l’ergodicite du 
systeme) 


,df d(f) 

[ dx' dx ’ 

,gA d (f) . 

{ dt' dt ’ 


mais attention cela ne marche pas avec la derivee materielle a cause du terme convectif (non 
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lineaire) 


K At' ^ 


d (/) 
At 


Examinons en effet ce que vaut la moyenne d’une derivee materielle. On utilise la decomposition 
de Reynolds : / = (/) + /' et u = (u) -Yu' . Examinons le terme convectif de la derivee materielle 


«-V/ = ((ix)+«')-V((/)+/ ), 

= (u) • V (/) + (u) ■ V/ 7 + u' • V (/} + u' • V/'. 


Moyennons maintenant cette equation a l’aide de l’operateur moyenne spatiale : 

(u ■ V/> = ((«) • V (/)) + «u> • V/ 7 ) + <« 7 • V (/)} + <u 7 • V/'}, 

= (u)-V(/} + (u , -V/ , ) ! 

ou l’on s’est servi des relations vues plus haut. On trouve que la moyenne de la derivee materielle 
vaut done 



d - (^) * V (/) d - ’ V /'} 5 


d(/) 

dt 


<«'-v/ 7 ). 


A cause du caractere non lineaire de la convection, il apparait done un produit (w 7 • V/ 7 ) sup- 
plementaire. 

Avec ces outils en main, on va done pouvoir moyenner maintenant les equations de Navier-Stokes. 
L’objectif est de fournir une equation du mouvement moyen, e’est-a-dire une equation pour les champs 
moyens ( u ) et (p). On part de la formulation suivante des equations de Navier-Stokes pour un fluide 
newtonien incompressible 


V • u = 0, 

9 (^T + V ‘ uu j = ed ~ Vp + 2pAu, 

ou l’on rappelle que Ton a uS7u = V • uu, ou uu designe le produit tensoriel de u par u. On introduit 
ensuite la decomposition de Reynolds pour la vitesse et la pression 

p = (p) + p' et u = (it) + u' . 

On substitue ces relations dans les equations de Navier-Stokes 

V • ( u ) + V • u! = 0, 

g ^ ‘ (( M )( M ) + u ' u ' + u '( u ) + ( u ) u ')^j = Q9 — V(p) - Vj/ + 2p (A (u) + Ait') . 

L’etape suivante est de prendre la moyenne temporelle, ce qui permet d’aboutir a la forme suivante 


V • <«) = 0, 

B + V • (( u )( u ) + u ' u '))^ = B9 ~ V(p) +2pA{u). 

On note que les equations moyennees de Navier-Stokes, appelees encore equations de Reynolds , sont 
tres proches des equations originelles si ce n’est qu’un nouveau terme apparait dans les equations 
au niveau de l’acceleration convective: gV • u'u'. Comme ce terme se presente sous la forme d’une 
divergence (comme le tenseur des contraintes), il peut s’interpreter comme une contrainte. On introduit 


164 


6. Ecoulements laminaires et turbulents 


done un nouveau tenseur, appele tenseur de Reynolds : S t = —g(u'u'). Si on ecrit ce tenseur dans une 
base cartesienne, on a une matrice symetrique 


S, 


— q(u'u') = — g 


<uV> {u'v') 
(■ u'v ') {v'v') 


Ce tenseur de Reynolds represente les contraintes effectives generees par la turbulence du fluide ; pour 
cette raison, on l’appelle aussi tenseur des contraintes turbulentes. En effet, pour l’ecoulement moyen, 
le mouvement erratique des particules de fluide genere une dissipation supplement aire par rapport a 
un ecoulement purement laminaire qui aurait le meme champ de vitesse et de pression. Le premier 
effet de la turbulence est done d’induire une dissipation d’energie supplementaire. 

La principale difficulte reside dans le calcul du tenseur de Reynolds S t . On peut se dire que 
puisqu’on vient d’obtenir un jeu d’equations pour le mouvement moyen, on peut faire de meme et 
deriver un jeu d’equations pour u' et p' . On peut en effet obtenir un jeu d’equations gouvernant les 
fluctuations simplement en soustrayant aux equations de Navier-Stokes les equations de Reynolds. 
Toutefois, ce nouveau jeu d’equations n’est pas ferine. Tous les modeles theoriques de calcul de E t ont 
ete a ce jour voues a l’echec et en pratique, il faut recourir a des equations de fermeture empiriques, 
e’est-a-dire des relations qui permettent de calculer de fagon plus ou moins implicite £ t en fonction des 
caracteristiques de l’ecoulement. II n’existe malheureusement pas d’equation de fermeture universelle. 
A chaque type de probleme, il existe en general une equation de fermeture plus ou moins complexe, 
dont l’experience a montre qu’elle pouvait fournir une approximation correcte. On va ici presenter la 
plus simple d’entre elle (le modele dit de longueur de melange), qui fournit une bonne approximation 
de ce qui se passe pour des ecoulements pres d’une paroi solide. C’est cette geometrie que l’on va 
rencontrer le plus souvent dans les applications en hydraulique. 
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Les equations de fermeture sont plus ou moins empiriques et plus ou moins complexes. Les plus 
simples sont des fermetures algebriques ou Ton ecrit directement une relation entre grandeur fluctuante 
et grandeur moyenne, par exemple en cisaillement simple (ecoulement pres d’une paroi) : 


r = 




d (u) 

d y 


avec pt la viscosite turbulente. Les fermeture algebriques dependent du probleme traite. Ainsi : 

- loi de paroi u t = fit/ g = = K V es t la longueur de melange introduite par Prandtl 6 et 

qui represente la taille caracteristique des structures turbulentes pres de la paroi, et ou n ~ 0,4 
est la constante de von Karman. La contrainte de cisaillement s’exprime alors comme 


2 2 
t = pn y 



ou Ton notera par rapport a la loi en regime laminaire : une dependance quadratique vis-a-vis 
de la vitesse et une dependance vis-a-vis de la profondeur y ; 

- pour un jet v t = iu. 

On remarque ainsi que pour une paroi, le modele de la longueur de melange prevoit que la con- 
trainte de cisaillement depend du carre du taux de cisaillement d(u(y))/dy et n’est done plus une 
fonction lineaire de d(u(y))/dy comme pour le regime laminaire, ce qui montre que la dissipation 
d’energie (rappelons que la puissance dissipee s’ecrit 4> = rd (u(y)) /d y) croit tres rapidement avec la 
vitesse moyenne. Comme on le montre au § 6.10, cette dependance a egalement une profonde influence 
sur le profil de vitesse, puisque celui-ci devient logarithmique a proximite de la paroi. 

6. Ludwig Prandtl (1875-1953) est un mecanicien allemand. Chercheur et enseignant a la reputation internationale 
bien etablie, Prandtl est l’instigateur de l’ecole de Gottingen en mecanique des fluides, qui attira parmi les meilleurs 
scientifiques de l’epoque. Les fondements de la theorie de la couche limite y furent etablis. La theorique de la longueur 
de melange fut developpee par Prandtl sur la base d’une analogie entre le mouvement turbulent et la cinetique des gaz. 
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Figure 6.18 : turbulence pres d ’une paroi. 
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6.10 Exemple d’application : ecoulement sur un plan incline 

On considere un ecoulement permanent uniforme d’un fluide newtonien incompressible le long d’un 
plan infini. La hauteur d’ecoulement est h. 



Figure 6.19 : ecoulement en regime permanent le long d’une plaque infinie inclinee d’un angle 6. 


Etape 1 : recherche des symetries 

L’ecoulement est bidimensionnel. II y a invariance par translation selon x et invariance par t 
(ecoulement permanent). On en deduit que la vitesse selon x s’ecrit done u(y). II n’y a pas de vitesse 
selon y : v = 0. 


Etape 2 : equations du mouvement 

Les equations de Navier-Stokes s’ecrivent 


du dv 
dx dy 


= 0 , 


qui est systematiquement verifiee. La projection selon x des equations de conservation de la quantite 
de mouvement donne 


du du du 
dt +U fa +V !hj 


e[ — + u ~ + v ~ ) = e<J sin — { ^ ^ 


dp / d 2 u d 2 u 

dx ^ \ dx 2 dy 


soit apres simplification 


„ . . dp d 2 u 

0 = ggsmO - — + p,— 

dx d y z 


On fait de meme pour la projetee selon y 
' dv dv dv 


soit apres simplification 


n dp (d 2 v d 2 v 

-57 + u -^~ + v -^~ = -89 cos 0 - — +p — + — 

dt dx dy J dy \ dx z dy 2 

dp 


0 = —gg cos 9 — 


dy' 


Les conditions aux limites ; 

- cinematique : condition d’adherence au fond 


u = 0 ; 


(6.45) 


(6.46) 


(6.47) 


dynamique : contrainte nulle a la surface libre E • e y = 0 (pression atmospherique negligee) 
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Etape 3 : resolution des equations en regime laminaire 


En regime laminaire, la viscosite est constante. L’equation (6.46) montre que la pression est hy- 
drostatique 

p = gg cos 0(h - y). 

On deduit done l’equation (6.49) de la quantite de mouvement selon (x) que 


qui s’integre facilement : 


gg sin 0 = -p— 

d y z 


gg sin 9 2 

u(y) = y +ay + /3, 

2p 


avec a et ft des constantes d’integration. La condition aux limites (6.47) au fond implique que 


P = 0, 

tandis que la condition aux limites (6.48) a la surface libre 

gg sin 9 

u (h) = h + a = 0. 

P 

Le champ de vitesse s’ecrit done 
Le profil de vitesse est done parabolique. 


Etape 4 : resolution des equations en regime turbulent 

Si on fait l’experience avec du miel de masse volumique 1100 kg/m 3 , de viscosite p = 10 Pa-s, sur 
un plan incline de 30 ° et pour une hauteur h de 5 cm, on trouve que la vitesse moyenne vaut 

1 f h / \ i 1 gg sin 9 2 

u = — / u(y)ay = — n ~ 45 cm/s 

h Jo 3 p 

et done le nombre de Reynolds vaut a peu pres 

„ 1100 x 5 x 10" 2 x 0,45 

Re = — = 2,47. 

10 

L’ecoulement est done laminaire et on peut appliquer les equations de Navier-Stokes. Que se passe-t-il 
si on prenait de l’eau (g = 1000 kg/m 3 et p = 10~ 3 Pa-s) a la place du miel? Pour les memes conditions 
experimentales, la vitesse de l’ecoulement serait en theorie de 

u = 4087 m/s, 


soit un nombre de Reynolds de 


Re = 


1000 x 5 x 10" 2 x 4087 

llF 3 


= 2,4 x 10 8 . 


L’ecoulement est done turbulent et on ne peut plus appliquer les equations de Navier-Stokes. 

On va done ecrire les equations de la turbulence dans le cas du modele tres simple de la longueur de 
melange de Prandtl. La contrainte de cisaillement dans un regime permanent uniforme s’ecrit d’apres 
l’equation (6.6) 

dr 

0 = ggsind - — , (6.49) 
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(ou la contrainte de cisaillement est notee r = T xy ) car la contrainte normale selon x est nulle ( T xx = 0) 
et le gradient longitudinal de pression est nul car h ne depend pas de x (soit d x p = 0). En integrant 
cette equation avec pour condition aux limites a la surface libre r = 0 en y = h (Pair n’exerce pas de 
frottement sur la surface libre de l’ecoulement), on deduit la relation 

r = gg sin 9{h — y). 

Remarquons au passage que cette relation est generale et valable pour tout ecoulement permanent 
uniforme ; elle est independante de la loi de comportement utilisee pour decrire la rheologie du fluide. 
Le modele de Prandtl donne par ailleurs la relation 



avec /it la viscosite turbulente 

, , 2 d ( u ) 

\xt = g{fty) 

d y 

ou k ss 0,41 est la constante de von Karman et ( u(y )) est la vitesse moyenne (dans le temps). L’equation 
du mouvement est done 

gg sin 9(h - y) = g(fty) 2 . (6-50) 

soit 

d(u) yjg sin0 h 1 

d y k y y 2 y' 

dont l’integration donne 


(u) = 2 ^ — V — arctanh 1 — j ^ + c, 


avec c une constante d’integration. On note que le profil de vitesse n’est plus parabolique (voir fi- 
gure 6.20) et diverge vers — oo quand j/ — >■ 0. Pour eviter cela, on impose une condition d’adherence a 
une hauteur y = yo- Notons que malgre cela, l’integrale du champ de vitesse existe et vaut 


La vitesse moyenne est alors 


d(u(y))dy 


2 \J gh 3 sin 9 

3 K 


1 f h 

u = h J d ( u (y)) d y 


2 \J gh sin 9 

3 K 


Une application numerique pour l’eau nous donne une vitesse moyenne de 80 cm/s a comparer avec 
les 4087 m/s obtenus precedemment. 

Remarque 1 . On realise souvent l’integration du profil de vitesse (6.50) en supposant que dans la 
contrainte de cisaillement, si on est suffisamment pres du fond, alors y -C h (ce qui revient a supposer 
que la contrainte est constante et egale a la contrainte parietale t p = ggh sin 9). Ce faisant, on simplifie 
l’integration puisque 

d(u) y/gh sin 9 1 
d y ft y ’ 

soit 

(u) = ~\/^ ln y + c, 

avec C une constante d’integration. C’est pour cette raison que Ton parte de profil de vitesse loga- 
rithmique pour decrire un ecoulement turbulent pres d’une paroi. A noter qu’avec cette loi, la vitesse 
serait infinie en y = 0. Le modele cesse d’etre valide en fait tres pres de la paroi, ou il existe une 


6.10 Exemple d application : ecoulement sur un plan incline 
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Figure 6.20 : profils de vitesse sous forme adimensionnelle pour un ecoulement en regime permanent le long 
d’ une plaque infinie inclinee d’un angle 6 : ecoulement turbulent (ligne continue) a vec yo = 10 -4 m et c = 4,29 ; 
ecoulement laminaire (ligne discontinue) . Umax est la vitesse a la surface libre. 


couche dite tres fine « sous-couche visqueuse », qui fait la jonction entre l’ecoulement turbulent (zone 
logarithmique) et paroi solide. 

Remarque 2. On a vu au chapitre 4 que la dissipation d’energie au sein d’un fluide s’ecrit 

4- = tr(£) • T), 

ce qui donne ici pour une experience en cisaillement simple : 


<f> = T7, 


avec r = gg(h — y) sin0 la contrainte de cisaillement et 7 = du/dy le taux de cisaillement (gradient de 
vitesse) . Pour un fluide newtonien en regime laminaire on a done : 

$ = gg(h-y) smd— (h-y) = — ( h-y ) 2 , 

p p 

ce qui montre que la dissipation se produit partout dans l’ecoulement, avec une valeur maximale au 
fond puis une diminution reguliere jusqu’a la surface libre. 

Pour le regime turbulent, la dissipation d’energie s’ecrit 


$ = gg(h — y) sin0 


y/g sin0 


= g- 


(g sin#) 3 / 2 (/1-y) 3 / 2 


qui montre cjue est tres grand (4> — > 00 quand y — > 0) dans la couche logarithmique, puis tend 
rapidement vers 0 au-dessus de la couche logarithmique. Comme le montre la figure 6.21, quasiment 
toute l’energie se dissipe dans la couche parietale au fond. 
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6. Ecoulements laminaires et turbulents 


1.0 
0.8 

^ 0.6 
0.4 
0.2 
0.0 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

4 * ( y )/*&max 

Figure 6.21 : profils de dissipation sous forme adimensionnelle pour un ecoulement en regime permanent 
le long d’une plaque infinie inclinee d’un angle 8 : ecoulement turbulent (ligne continue) a vec yo = 10“ 4 m 
et c = 4,29; ecoulement laminaire (ligne discontinue). <fr m ax est la valeur maximale prise par la dissipation 
d’energie. 
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